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Teoria: El Puente hacia el Calculo

Comprender como cambian las cantidades es el corazon de las matematicas apli-
cadas. Antes de derivar, necesitamos dominar algebraicamente la variacién a través
de las tasas de cambio.

1. Tasa de Cambio Promedio (TCP)

La tasa de cambio promedio de una funcién f(z) sobre un intervalo cerrado
[a, b] mide cudnto cambia y por cada unidad que cambia x. Geométricamente,
representa la pendiente de la recta secante que une los puntos (a, f(a)) y

(b, f(b))- Ay FO)— F(@)
TCP = 2y _JWO - J\@
L Az b—a )

2. El Cociente Diferencial

Es una forma generalizada de la tasa de cambio promedio. En lugar de usar
un intervalo numérico [a, b], usamos un punto de partida x y un incremento
h. El intervalo es [z, x + h].

flz+h) - f(z)
h ,

h#0

Cociente Diferencial =

S Este cociente es la antesala directa a la derivada en célculo diferencial.

J

_- Recta Secante

Z T+ h
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jCuidado con los
signos! Al restar f(a)
asegurate de usar
paréntesis. El error
mas comun aqui es no
distribuir el signo
negativo.

>
PROFE TEO

El cociente diferencial
no es un 'monstruo’.
Es simplemente la
férmula de la
pendiente m = %
disfrazada. jLa base es
h y la altura es la
diferencia de las

funciones!
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: TCP de una Funcién Lineal )

Enunciado: Halle la TCP de f(z) =42 — 7 en el intervalo [2,5].

Solucion Evaluamos: f(2) =4(2) —7=1y f(5) =4(5) — 7= 13.
f(2) _ 13-1 _ _

TCP = {8=/@) _ 131 _ 12 _

Nota: En una recta, la TCP siempre es igual a su pendiente.

-
\_

(" Problema Resuelto 2: TCP de una Cuadratica )

Enunciado: Determine la TCP de g(z) = 2? — 3z en [—1, 3].
Solucién: Evaluamos los extremos: g(—1) = (=1)*> = 3(—=1) =1+ 3 = 4.
9(3) = (3)2 -3(3)=9-9=0.

) (*1) _ 04 _ —4 _
_ J
(" Problema Resuelto 3: Cociente Diferencial Basico )

Enunciado: Halle el cociente diferencial para f(z) = 3z

Solucidn: Paso 1: f(x+h) = 3(x +h)* = 3(z* +2xh+ h?) = 32% +6zh + 3h%.
Paso 2: f(x + h) — f(x) = (32% + 6zh + 3h?) — 32? = 6xh + 3h%.

h: 6”‘23’12 — h6z+3h) _ g 1 3.

Paso 3: Dividir entre

s
>
\_

Problema Resuelto 4: Cociente Diferencial Avanzado (Fraccién) )

2

Enunciado: Simplifique el cociente diferencial para f(x) = o

Solucién: f(z +h) — f(z) = 723 — 2. Usando minimo comin miltiplo:
_ 2z—2(z+h) __ 20-22-2h _ _—2h
= z(zt+h) z(zt+h) T z(zth)”
—2h
CHCS [ . z(z+h) __ —2h _ —2
Dividiendo entre h: =55 = Rt = i)

-
\_

(" Problema Resuelto 5: Cociente Diferencial con Radicales )

Enunciado: Halle el cociente diferencial de f(x) = /x.
Solucion: El cociente es ~ H VIth=vo pyry simplificar, multiplicamos numerador

y denominador por el conJugado (Vz+h+/r):

(Vz+h—v/z)(Ve+h+vz) _  (z4+h)—x h
h(vz+h++/T) T h(Vzt+htvz) T h(Vat+htT)"
. Cancelando h: m )
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Si al calcular el
cociente diferencial
para un polinomio la
'h’ del denominador
no se cancela al final,
jdetente! Has cometido
un error en tu
expansion algebraica.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(

Aplicacién 1: Crecimiento Bacterioldgico h

Contexto: Un cultivo biolégico modela su poblacién con P(t) = 2¢? + 100 en
horas. Calcule la tasa promedio de crecimiento poblacional entre las horas 2
y 9.
Solucién: P(2) = 2(4) + 100 = 108. P(5) = 2(25) 4+ 100 = 150.

_ 150108 __ 42 _
TCP = === = 5 = 14.
Respuesta: La poblacion crecié a un promedio de 14 bacterias por hora.

Aplicacién 2: Finanzas Cuantitativas )

Contexto: El valor de una accién en un modelo de arbitraje varia segtin
V(t) = —t*> + 8t + 15. Determine el cociente diferencial para proyectar la
sensibilidad del precio en cualquier instante t.

Solucién: V(t+h) = —(t+h)*+8(t+h) +15 = —t* —2th— h* + 8t +8h + 15.
Restando V' (t): —2th — h? + 8h. Dividiendo por h: —2t — h + 8.

Respuesta: La sensibilidad proyectada es —2¢t — h + 8.

Aplicacién 3: Dinamica de Fluidos )

Contexto: Un tanque drena agua y su volumen es V(t) = 500 — 5¢? litros.
Halle la TCP de drenaje en el intervalo [0, 10] minutos.

Solucién: V(0) = 500. V(10) = 500 — 5(100) = 0.

TCP = 52% = —50.

Respuesta: El volumen disminuye a una tasa promedio de 50 litros por mi-
nuto.

Aplicaciéon 4: Emprendimiento Digital )

Contexto: Los ingresos diarios de una plataforma de membresias siguen la
curva I(x) = 1004/x délares, donde x son los usuarios. Establezca la expresion

del cociente diferencial de los ingresos.

Solucién: Expresién: 1veth—100vz W =100 [7”2*\/5}

100
Va+h+yz®
Respuesta: La expresion general del ingreso marginal estimado es

Multiplicando por la conjugada, resulta

100
Vzt+ht+yz®
J
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Las tasas de cambio
pueden ser negativas.
En contextos de
aplicacién, el signo
negativo indica
depreciacion,
descenso, pérdida o
enfriamiento.
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(" Aplicacién 5: Fisica Cinemética )

Contexto: Un objeto en caida libre recorre una distancia s(t) = 4,9t*> metros.
Encuentre el cociente diferencial que representa su velocidad promedio en un
intervalo h.

Solucién: s(t + h) = 4,9(t + h)? = 4,9(t> + 2th + h?).

s(t+ h) — s(t) = 9,8th + 4,9h2.

Dividiendo entre h, obtenemos 9,8t + 4,9h.

Respuesta: La velocidad promedio en el intervalo temporal es 9,8t + 4,9
m/s.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexion

Responda conceptualmente con argumentos analiticos o graficos.

1. Si la Tasa de Cambio Promedio de una funcién en un intervalo [a,b] es cero,
;qué nos dice esto sobre la posicién de f(a) y f(b) en la grafica?

2. Explique por qué el denominador en el cociente diferencial es exactamente h,
y no x + h. Use la geometria de la recta secante para justificarlo.

3. Al simplificar un cociente diferencial polinémico, todos los términos del nu-
merador que no contienen A se cancelan. Demuestre por qué esto siempre es
cierto.

4. (Es posible que la TCP de una curva cuadratica (pardbola) en un intervalo
dado sea idéntica a la TCP de una recta en ese mismo intervalo? Argumente.

5. En la expresion del cociente diferencial, establecemos que h # 0. ;Qué suce-
deria algebraicamente si evaluamos h = 0 al inicio del calculo?

6. Si una funcién representa el costo de producir x articulos, ;qué significado
practico tiene que la TCP en el intervalo [100,200] sea negativa?

7. El cociente diferencial de f(z) = mx + b siempre resulta ser la constante m.
Explique este fenémeno desde la perspectiva de las tasas de cambio.

8. Si calculamos el cociente diferencial para la funcién constante f(x) = ¢, el
resultado es 0. ;Por qué tiene sentido logico y geométrico?

9. Al calcular el cociente de f(z) = 1/x, usamos fracciones algebraicas. ;Qué
restriccion sobre x y x + h debe existir implicitamente en el dominio?

10. Imagine que aproxima h a valores extremadamente pequenos (como 0,0001).
JEn qué objeto geométrico se convierte la recta secante?
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Bloque I'V: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso
Problema 1. Halle la TCP de f(z) = z* + 2z en el intervalo [1, 4].

1. Evalda el limite inferior: f(1) = (1)2 +2(1) =

2. Evaltia el limite superior: f(4) = (4)? +2(4) =
3. Aplica férmula TCP: £ (41:{(1) =

3

Problema 2. Halle el cociente diferencial de f(z) = 5z — 2.

1. Sustituye z + h: f(z + h) = 5( ) —2=>5x+5h—2.
2. Resta f(z): (bz +5h —2) — ( ) =

3. Divide entre h: — = .

2

Problema 3. Exprese el cociente diferencial para f(z) = —z°. e >
PROFE TEO
jAtencién a la regla de
1. Expande con cuidado: f(z + h) = —( )2 = —x? — 2zh — h2. los binomios!
Recuerda que
2. Numerador de la férmula: (—z% — 2zh — h?) — ( . (z 4+ h)? =
%+ 2xh + k. Much
3. Divide y simplifica la h: %"12 = . Zlumnis escribenuc o

erréneamente 2 + h2.

Problemas Generales (Nivel Medio a Avanzado)

Problema 4. Calcule la TCP de f(z) =3z — 5 en [—2,6].

Problema 5. Calcule la TCP de f(z) = 2% — z en [2,5].
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Problema 6. Calcule la TCP de f(z) = 2 en [0, 2].

Problema 7. Calcule la TCP de f(z) = % en [1,4].

Problema 8. Calcule la TCP de f(z) =+/x + 1 en [3,8].

Problema 9. Halle el cociente diferencial de f(z) = 7z + 10.

Problema 10.

Problema 11.

Problema 12.

Problema 13.

Problema 14.

Prof. Tedfilo Teves

Halle el cociente diferencial de f(z) =4 — 2z.

Halle el cociente diferencial de f(x) = 22 + 4x.

Halle el cociente diferencial de f(z) = 22? — 3z + 1.

Simplifique el cociente diferencial de f(z) = —3z* + 5.

Simplifique el cociente diferencial de f(z) = 3.

www.teoteves.com 8
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Problema 15.

Problema 16.

Problema 17.

Problema 18.

Problema 19.

Problema 20.

Prof. Tedfilo Teves

1

Simplifique el cociente diferencial de f(z) = 5-.

2x

Simplifique el cociente diferencial de f(x) = —=.

Simplifique el cociente diferencial de f(z) = v/3z.

Simplifique el cociente diferencial de f(z) = 23 — 2.

Simplifique el cociente diferencial de f(x) = -%5.

Simplifique el cociente diferencial de f(x) = ﬁ

www.teoteves.com 9
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacion Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. La ocupacién de un alojamiento temporal sigue la ecuaciéon O(d) =
10d — d? donde d son dias. Halle la TCP de ocupacién entre el dia 1y 4.

__. 2. Evaluamos O(4) = 10(__) —

habitaciones/dia.

Problema 2. Un modelo de comercio electrénico estima el trafico segin 7'(z) =
222 + 50. Formule el cociente diferencial para medir variaciones del trafico.

1. T(x+h)=2( )2 450 = 222 + 4zh + 2h? +50. 2. T(x + h) — T(x) =
. 3. Dividir por h da el modelo predictivo:

Problema 3. La carga en un servidor central escala como C(u) = bu + 10
terabytes. Determine la tasa de cambio usando el cociente diferencial.

. 2. Numerador de la diferencia:

. 3. Cociente final (tasa constante): —— =

Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. Un andlisis de datos predice la ganancia de una tienda teméatica
con G(m) = 400 + 10m?, con m en meses. Halle la TCP entre el mes 2 y el 6.

Prof. Tedfilo Teves www.teoteves.com 10
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Problema 5. El voltaje en una resistencia térmica decae mediante V (t) = 1%.

t
Halle la tasa promedio de cambio del voltaje del segundo 2 al segundo 10.

Problema 6. La posicién de un ensamble robético es s(t) = > — 2t mm. Calcule
su velocidad promedio de movimiento entre los instantes t = 1 y t = 3 segundos.

Problema 7. Una bomba industrial drena quimicos de un depésito bajo V(t) =
800—4t2. Calcule el cociente diferencial para estimar la tasa instantdnea de drenaje.

Problema 8. El drea de propagaciéon de una onda actstica es A(r) = mre.
Plantee el cociente diferencial simplificado respecto al radio 7.

Problema 9. En un invernadero automatizado, la humedad varia segtin H(t) =
V2t + 4. Determine la TCP entre las horas t =0y t = 6.

Problema 10. Un algoritmo de inversién bursatil valora un activo como P(z) =

0. Halle el cociente diferencial para modelar la volatilidad financiera.

x+2°

Problema 11. La deflexion eldstica de un puente se estima con §(F) = 3F? —
F + 4. Simplifique la expresion del cociente diferencial respecto a la fuerza F'.

Prof. Tedfilo Teves www.teoteves.com 11
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Problema 12. La entropia de un sistema cerrado aumenta bajo S(7') = In(T),
pero en su fase lineal es S(7") = 0,57 — 1. Halle la TCP en [4, 10] para la fase lineal.

Problema 13. Un dron topografico mapea elevaciones mediante E(z) = —x° +
12x. Determine algebraicamente el cociente diferencial del perfil geolégico.

Problema 14. La eficiencia en el enfriamiento laser de dtomos es C(v) = 5.
Formule la expresién analitica del cociente diferencial de la eficiencia.

Problema 15. El impacto aerodindmico en un ttinel de viento sigue I(v) =
203 — 5v%. Obtenga el polinomio exacto resultante del cociente diferencial.

Problema 16. La energia almacenada en un capacitor flexible es W(x) = /.
Plantee su cociente diferencial y use conjugadas para simplificar la tasa de carga.

Problema 17. Un satélite gasta combustible C(t) = ;5. Simplifique el cociente

diferencial para medir el flujo marginal de propelente en orbita.

Prof. Tedfilo Teves www.teoteves.com 12
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Problema 18. La compresion de datos de un servidor en la nube obedece a
D(z) = z*. Calcule la expresion del cociente diferencial para monitorear la compre-
sion.

Problema 19. La dilataciéon volumétrica de un metal obedece V(T') = 572 +
3T — 7. Halle la tasa promedio entre 10°C y 20°C de temperatura ambiente.

Problema 20. El empuje cinético de un reactor es F(v) = —=. Formule el

cociente diferencial para este escenario termodinamico de alta complejidad.

=3
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos
1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

—1/4

1/5

7

—2

2 +h+4
dx 4+ 2h — 3
—6x — 3h

322+ 3zh + A2

(z+1)(z+h+1)

-3
vV 3x+3h++3x

3x24+3xh+h?>—2x—h

—2

@—2)(z+h—2)
—1
Vv z+h(\/z+Vz+h)

Prof. Tedfilo Teves

Propuestos de Aplicacion

1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

5 hab/dia
4x + 2h

5

80

-5

11

—8t — 4h
2rr +mh

1/3

—10
(z4+2)(z+h+2)

6F +3h—1
0,5
—3x? — 3xh — h? + 12

—5(2v+h)
v2(v+h)?2

6v2 + 6vh + 2h% — 10v — b5h

1
Va+h+/z

1
@+ D) (E+h+1)

423 + 62%h + 4zh? + h?

153

-2
Vuvut+h(y/v+vVv+h)
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iLlegaste al Final!

'El mundo no es estatico, todo esté en continuo
cambio. Dominar el cociente diferencial es
tener la llave maestra que abre las puertas del
Calculo Diferencial’

iFelicidades! Has superado uno de los puentes
algebraicos mas desafiantes. Ahora el limite y la
derivada seran conceptos completamente naturales
para ti.
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