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Teoria: Estructuras Multiplicativas y Fraccionarias

Cuando operamos con combinaciones de funciones, la derivada rompe con la
intuicién lineal. La derivada de un producto no es simplemente el producto de las
derivadas individuales, asi como la derivada de un cociente no es el cociente de
sus componentes. El entrelazamiento de las variables exige construcciones analiticas
rigurosas.

1. Regla del Producto y su Demostraciéon

Sean f y g funciones derivables. Su producto u(xz) = f(z)g(z) es derivable y
su operador dicta:

(f-9)(x) = f(z)g(x) + f(2)g'(z)

Demostracién Geométrica Intuitiva: Imagine un rectangulo cuyos lados
crecen continuamente midiendo f(x) y g(x). El incremento del area total AA
se compone de tres areas incrementales:

AA=Af-g(x)+ f(z) Ag+ Af-Ag

Al dividir toda la expresion entre el incremento del paso Ax y aplicar el
limite matematico cuando Az — 0, el término final i—iAg — f'(x) -0 =0,
consolidando rigurosamente el teorema.

\ J
2. Regla del Cociente y su Estructura
Sea v(zx) = % con g(x) # 0. Su derivada se define formalmente como:
£\ _ fl@)gle) - f@)g'(z)
o) T P
N\ _J
Ag f(z) - Ag AfAg
&
g(x) fl)-g(z) | 2
<
f() Af
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iUn error clésico!
Muchos creen
flojamente que

(f-9) =f-g.Si
haces eso en una
practica, estas
liquidado. La derivada
del producto involucra
variaciones cruzadas.
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iMucho cuidado con el
signo del numerador
en el cociente! Como
es una resta, el orden
es innegociable:
siempre va primero la
derivada del de arriba
por el de abajo sin
tocar.
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Producto Algebraico Exponencial

Enunciado: Desarrolle la derivada de la funcion f(z) = (2% — 3z)(z* + 5).
Solucién: Identificamos los factores: v = 2> — 32 = o = 22— 3,y
v=212'+5 = v/ = 423 Aplicamos la regla del producto cruzado (u'v+uv’):

F(@) = (22 — 3)(a" +5) + (a? — 30)(4a”)
Expandimos los términos algebraicos de forma distributivas:
f'(z) = (22° + 102 — 32* — 15) + (42° — 122%)

Agrupamos monomios semejantes ordenando el polinomio final:

f'(z) = 62° — 152" + 102 — 15

(" Problema Resuelto 2: Cociente Racional Clasico

Enunciado: Halle la derivada de la funcion racional g(z) = 2473.

Solucién: Determinamos los elementos: numerador f =2xr — 1 = [/ =2;
denominador g = 2> +3 = ¢ = 2z. Estructuramos mediante el operador
del cociente fgg_gfg :

2(z% +3) — (22 — 1)(22)

g,(l') = (I’Q + 3)2

Efectuamos el algebra del numerador distribuyendo los signos de la resta:

/() 202 4+ 6 — (42? — 2z) 222 46 — 4a® + 2z
€Tr) = =
g (22 + 3)2 (a2 + 3)?

/() —22% 422+ 6
xTr) =
g (22 + 3)2
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A veces, si los factores
son polinomios
sencillos, expandirlos
antes de derivar te
ahorrara aplicar la
regla del producto.
iElige el camino méas
eficiente!


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

(" Problema Resuelto 3: Producto Triple Combinado

Enunciado: Encuentre la derivada de y = 23 - (2% + 1) - (32 — 2).

Solucién: Para evitar una doble regla del producto, asociamos multiplicando
los dos primeros términos: y = (2° +2°)(3z — 2). Derivamos aplicando la regla
estandar de dos factores:

y = (52" + 32%)(3z — 2) + (2° + 2°)(3)
Expandimos algebraicamente y reducimos términos idénticos:
y = (152° — 102* 4 92° — 62%) + (32° + 32°)

y =182 — 102* + 122% — 622

(" Problema Resuelto 4: Cociente con Raices

Enunciado: Obtenga la derivada analitica de h(z) = ﬁ

Solucién: Numerador: z'/? = 12712 = ﬁ Denominador: z +1 = 1.
Aplicamos el algoritmo de derivacién fraccionaria:

) (@ +1) = (VB (1)

(x4 1)?

h'(x) = (

Multiplicamos numerador por 21/z para homogeneizar la fraccion superior:

rx+1—2x
2z . 1—=z

(z+1)2  2y/x(z+1)?

h'(z) =

s

.

~

Problema Resuelto 5: Pendiente de Recta Tangente

J

22

5o en el

Enunciado: Halle la pendiente de la recta tangente a la curva y =
punto critico x = 1.

Solucién: Primero calculamos la funcion derivada genérica mediante la regla
del cociente:

;o @2r)(2r—-1)— (2*)(2)  4a® —22—22° 227 -2
. (22 —1)? o (2r-1)2 2z —1)2

Para hallar la pendiente de la tangente en x = 1, evaluamos la derivada en

dicho punto:
2(1)2 —2(1) 2-2
= ! ]_ g = - 0
T
Conclusion: La curva posee una tangente horizontal (m = 0) en las coorde-
nadas dadas.
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Cuando tengas una
constante en el
numerador, no uses la
regla del cociente de
forma automatica.
Sube el denominador
con potencia negativa,
jasi es mucho mas
rapido!
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(

Aplicacién 1: Finanzas Cuanticas y Valor de Cartera )

Contexto: Un algoritmo de negociaciéon calcula el capital combinado de un
portafolio multiplicando el valor del activo fijo P(t) = 2t 4+ 5 por el volumen
de contratos C(t) = t* + 3t. Obtenga la tasa de variacion instantinea del
patrimonio neto acumulado al cumplirse el segundo dos.

Solucién: El capital total es E(t) = P(t) - C(t). Aplicamos la derivada del
producto:

E'(t)=P'(t)C(t) + Pt)C'(t) = 2(t* + 3t) + (2t + 5)(2t + 3)
Evaluamos exactamente en el instante financiero ¢t = 2:

E'(2) =2(446) + (44 5)(4 + 3) = 2(10) + 9(7) = 20 + 63 = 83 USD/s

Aplicacién 2: Caudal Hidrodindmico en Toberas )

Contexto: El flujo de masa inyectado en un motor de propulsion aeroespacial
. , . . . . ., o 3t2+1

criogénico se rige bajo el cociente gaseoso de combustion F(t) = TR, kg/s.

Calcule la rapidez de variacion instantanea del caudal de propelente consumido

al primer segundo del despegue.

Solucién: Aplicamos la regla del cociente para hallar la tasa instantanea de

inyeccion:

(6t)(2t + 3) — (3t +1)(2)
(2t + 3)?

Evaluamos la variacion del flujo en el tiempo de despegue t = 1:

F'(t) =

_6(5)— (4)(2) _30-8 22

F'(1) = = 0,88 kg/s
(1) (5)2 25 25 8/’

. J
(" Aplicaci6n 3: Oncologia Médica y Expansién Celular )
Contexto: El volumen volumétrico de una masa tumoral sintética sometida
a radiacion controlada se modela por el producto biologico de cultivo celular
V(t) = (t + 2)y/t centimetros ctibicos. Precise la velocidad de expansion de la

biomasa pasadas cuatro horas de monitoreo.
Solucion: Reescribimos la funcién exponencial fraccionaria: V (¢) = (t+2)t'/2,
Derivamos por producto:
1 t+2
Vi) = ) + 4 2) (5r) = vie 52
2 2V
Evaluamos la tasa de crecimiento biolégico en el tiempo clinico t = 4:
V'(4) = \/_+——2+§—2+15—35cm /h
2v/4 4
\_ J
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Las tasas de cambio
en ingenieria miden
coémo interactian los
sistemas mecéanicos. Si
multiplicas variables
dinamicas, la regla del
producto gobernara
las variaciones de
energia.
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(" Aplicacion 4: Telecomunicaciones y Trafico de Servidores )

Contexto: La latencia de congestion de datos en un clister de servido-
res de procesamiento masivo distribuye paquetes segin la funcién racional
L(w) = w’;"—; megabits por segundo. Deduzca el cambio instantaneo de carga
al segundo dos.

Solucién: Derivamos la funcién informética aplicando la ley analitica del
cociente:

Buw?)(w? +4) — (w*)(2w) 3w+ 12w? — 2w! W' + 12w

Vw) = (0?1 1) R (7 PRy SRV

Evaluamos en la marca de tiempo de red w = 2:

sy (2)P412(2)2 16+12(4)  16+48 64
D@ =2 = Tazaz — 61 ea - LMbesss

(" Aplicacion 5: Ingenieria de Viento y Torque Cinético )

Contexto: El torque mecanico de un aerogenerador marino varia bajo rafagas
segin el producto aerodinamico E(v) = (15 — v)(v? + 2) vatios. Obtenga el
ritmo de variacion instantanea de transferencia energética si la velocidad del
viento mide tres metros por segundo.

Solucién: Derivamos el rendimiento energético combinando las variables ci-
néticas por producto:

E'(v) = (—=1)(v® +2) + (15 — v)(2v) = —v* — 24+ 300 — 20* = =30 + 30v — 2
Evaluamos en la velocidad del flujo de aire exterior de disefio v = 3:

E'(3) = =3(3)> +30(3) =2 = —3(9) + 90 —2 = =27+ 90 — 2 = 61 W/(m/s)

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 5
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1. Utilice la definicion formal de limite para justificar por qué aparece el tér-
mino cruzado f(z)¢'(x) al deducir analiticamente la regla de la derivada del
producto.

2. Explique detalladamente el origen geométrico del signo negativo que divide los
términos algebraicos del numerador en la ley de derivacion del cociente.

3. Si dos funciones no constantes poseen derivadas estrictamente positivas en
todo su dominio, ;puede la derivada de su cociente resultar negativa en algin
tramo? Ejemplifique.

4. Un estudiante afirma que la derivada de y = f% se resuelve fijando — f'(z) /[ f(z)]2.
Compruebe la validez de dicha formula aplicando la regla del cociente.

5. Argumente logicamente por qué la derivada de un producto triple (f - g - h)’
genera una suma de tres términos cruzados en lugar de dos componentes.

6. En analisis econémico, si el ingreso es el producto del precio por la demanda,
relacione la regla del producto con la tasa marginal de ingresos corporativos.

7. Analice el comportamiento de la regla del cociente si el denominador es una
funcion constante g(x) = k. Demuestre que el operador colapsa a la regla del
miltiplo constante.

8. Sila derivada del producto de dos funciones derivables es idénticamente nula en
un intervalo, ;qué relacion geométrica guardan las curvas de ambas funciones?

9. Explique por qué la regla del cociente requiere obligatoriamente que la funcién
del denominador sea diferente de cero en el punto de evaluacién analitica.

3 =224z

10. Disene una estrategia algebraica para derivar la estructura racional y = -

evitando por completo el algoritmo del cociente.
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Calcule la funcion derivada de f(z) = (2% + 27)(4x — 1) usando

la regla del producto.

1. Identificamos los factores primarios: v = 2 + 20 = o/ = .y

v=4dr—1 = v =

2. Enlazamos los términos cruzados por formula: f'(z) = ( )4z —

)+ (z*+2z)(___ ).

3. Expandimos los binomios y agrupamos monomios semejantes: f'(x) =
& J

Problema 2. Obtenga la derivada de la expresion fraccionaria g(z) = %

1. Hallamos las derivadas individuales: del numerador tenemos , v del
denominador nos da
2. Estructuramos el algoritmo del cociente: ¢/(z) = ¢ ()(3”2)_(9”2)()2 ),
3. Reducimos el polinomio superior del numerador: ¢'(z) =
(3z+2)?
g J

Problema 3. Determine analiticamente el operador de la derivada para h(z) =
S5r—2
241"

1. Derivadas base del sistema racional: f' = yg =
2. Armamos la resta cruzada superior: h/(z) = ’(nggjgg‘?)( ).
3. Simplificamos aplicando la  distribucion de signos: h'(x) =
(CC2+1)2
g J

Prof. Teoéfilo Teves

[04]

www.teoteves.com

e >
PROFE TEO

Las potencias en los
denominadores se
operan con cuidado.
Al elevar al cuadrado
un término compuesto
como (2z — 5), déjalo
indicado en el
denominador. jNo
expandas el binomio
inferior a menos que
sea estrictamente
necesario!
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Problemas Generales Algebraicos

Problema 4. Derive la funcién de dos polinomios f(z) = (22% —4x+1)(32*—5).

Problema 5. Calcule la derivada analitica de y = (2% — 1)(y/x + 2).

3

Problema 6. Resuelva el cociente racional de variables g(z) = -%.

Problema 7. Halle la funcion derivada del sistema fraccionario f(x)

Problema 8. Derive combinando las operaciones algebraicas y = 2?(2x—1)(23+

4).

Problema 9. Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva y = ’;QJ:?’
en r = 1.

Problema 10. Calcule la tasa de variacion instantanea de h(t) = (¢3—12)(2t 72+
5)ent = 1.

Problema 11. Determine las coordenadas de los puntos donde y = ;”721 posee
tangentes horizontales.

Problema 12. Obtenga la derivada de la funcion fraccionaria avanzada f(z) =
Vz+l
Va—1°

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 9
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Problema 13. Derive mediante reglas cruzadas la estructura polinémica y =
(22 — 3z + 2) (2% — 2?).

24+l

Problema 14. Halle j—fc para el cociente polinémico inverso y = *55—.

Problema 15. Calcule la derivada de la potencia irracional multiplicada f(z) =
Vr(zt — 222 4+ 7).

2t—5
3

Problema 16. Resuelva analiticamente el operador de la funcion ¢(t) =

Problema 17. Determine la ecuacion del modelo lineal derivado para y = (22 +
z)(2® — 2x) evaluado en el origen.

Problema 18. Encuentre el valor de la derivada fraccionaria avanzada h'(2) si
h(z) = %74

x242°

Problema 19. Pruebe la existencia de una tangente con pendiente igual a —1

para la funcion racional y = —*.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 10
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Problema 20. Halle la segunda derivada formal f”(z) para la estructura distri-
butiva f(x) = -2

z+1°

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 11
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. El volumen de un fluido filtrado en un dique hidraulico responde
al producto de compresion V() = ¢(10 — t?) metros ctibicos. Calcule la tasa de
descarga instantdnea detectada al segundo dos de apertura mecanica.

1. Derivamos aplicando la regla de multiplicacion de factores: V'(t) = (1)(10 —
t2) + t( ) =10 — t2. 2. Evaluamos la velocidad de drenado en la

marca de tiempo ¢ = 2: V'(2) = 10 — 3( ) = . 3. El volumen

disminuye a una tasa instantanea de metros ciibicos por segundo.

-
&

Problema 2. La intensidad luminica de un panel captador satelital varia segin
el cociente de interferencia orbital I(z) = x‘”—jl limenes. Determine la rapidez de
cambio de la radiacién ionizante al primer segundo.

1. Derivamos la fraccion usando la ley analitica del cociente: [I'(x) =
(zx)(erlz;(rﬂij%( ). 2. Simplificamos el polinomio superior: I’ () = %—1)25”
3. Evaluamos en el punto orbital critico x = 1: I'(1) = & =
limenes/s.

g J

Problema 3. La biomasa vegetal de un ecosistema controlado evoluciona segiin
el producto orgénico de absorciéon neta M(t) = (2t + 3)(t? + 1) gramos. Precise la
velocidad de crecimiento de la flora a la primera hora.

1. Derivamos el rendimiento cruzando las variables biologicas: M'(t) =
( J(E2 + 1) + (2t + 3)( ). 2. Expandimos y agrupamos los monomios

resultantes: M'(t) =
inicial ¢t = 1: M'(1) = 6(1)2 +6(1) +2 =

t2 + 6t + 2. 3. Evaluamos en el ciclo de tiempo

g/h.

-
g
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Cada contexto fisico
vincula unidades
cruzadas. Si derivas
un volumen respecto
al tiempo, obtienes
caudales; si derivas
fuerzas respecto a
distancias, obtienes
rigideces elasticas
estructurales.
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. La deformacion elastica de un pilar central en un viaducto cam-

. . . L. 2 . A
bia segtn el cociente mecanico estructural D(s) = sgiS milimetros. Halle el ritmo

instantaneo de variaciéon de tension en el segundo dos de carga pesada.

Problema 5. El nivel de entrelazamiento cuantico medido en un micropro-
cesador superconductor decae siguiendo el producto probabilistico logico P(t) =
(1 —t)(t3 + 4). Encuentre la velocidad de desintegracion de los estados cuanticos al
primer milisegundo.

Problema 6. El volumen de un precipitado reactivo disuelto en una probeta
. . . . s . 3 .
industrial varfa bajo el cociente molar quimico V(c) = 00:21 litros. Calcule la tasa

instantanea de cambio si la concentraciéon del catalizador llega a tres moles.

Problema 7. La disipacion térmica del radiador de un supercomputador inte-
grado opera segin el producto calorico de refrigeracion Q(x) = 22(20 — x) Joules.
Precise la variacion instantanea de flujo calorico a una temperatura de cinco grados.

Problema 8. El torque rotacional de un volante de inercia automotriz disminuye

. . s . ., 2 , .
acatando el cociente cinematico de friccion T'(w) = ;’w—ﬁ Newtons. Evalte el cambio

instantaneo de resistencia motriz a una velocidad de dos radianes por segundo.

Problema 9. La densidad focal de un haz laser de precision biomédica varia
segin el producto refractivo optico F'() = 6%(4—0) milimetros. Calcule el gradiente
de expansién instantaneo del foco luminoso al registrarse dos radianes angulares.

Problema 10. El flujo magnético cruzando una bobina toroidal se altera si-

guiendo el cociente inductivo eléctrico ®(t) = g;% webers. Halle la tasa instantanea

de induccion electromagnética en el circuito al transcurrir el segundo tres.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 13
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Problema 11. La absorcién sénica de un panel insonorizado disipa decibelios
segin el producto de frecuencia acustica A(f) = f(9 — f?). Determine la varia-
cion instantanea de conductividad actustica al registrarse la frecuencia sonica de dos
hercios.

Problema 12. La acumulacién sismica entre dos fallas geologicas activas pro-
gresa acatando el cociente tectonico de empuje E(d) = dd—+3 megajules. Valide la tasa

instantanea de liberacion energética si el desplazamiento tectonico alcanza los tres
metros.

Problema 13. La densidad del aire medida por una sonda meteorologica cambia
en la estratosfera segin el producto barométrico atmosférico P(h) = (10—h)(h*+1)
milibares. Pronostique la tasa de variacion instantanea sufrida a dos kilometros.

Problema 14. La resistencia mecéanica a la flexiéon de un filamento de grafeno
. . . ., 2 .
varia segun el cociente de tension molecular o(e) = 66—:-24 megapascales. Determine

la elasticidad instantdnea bajo un estiramiento de dos unidades.

Problema 15. La velocidad de procesamiento para resolver un bloque cripto-
grafico varia siguiendo el producto algoritmico de red H(z) = (2?+3)(z—1). Calcule
la tasa marginal de verificacion transaccional en la iteracién niimero tres.

Problema 16. La velocidad de descomposiciéon de una enzima estomacal satura
. . . . . 2 .
su sustrato operando bajo el cociente orgénico biologico V(s) = 52%3 mg/s. Evalde

el cambio de catélisis celular si la concentracion molar sube a un miligramo.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 14
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Problema 17. El caudal de descarga de una compuerta hidraulica automatizada
drena un embalse segiin el producto métrico de vaciado Q(t) = (6 — t) metros
cubicos. Precise el ritmo instantaneo al segundo dos de apertura digital.

Problema 18. La radiacién nuclear emitida por una estrella de neutrones colap-

. . . . . L, . 3 .
sa siguiendo el cociente cosmico astrofisico R(w) = ;”Zﬁ vatios. Encuentre la tasa

instantanea de variaciéon luminica cuando el radio estelar mide dos unidades.

Problema 19. La intensidad de corriente drenada por un microchip de silicio
integrado varfa segin el producto resistivo térmico I(v) = v*(8 — v?) amperios.
Deduzca el cambio instantaneo de conductance eléctrica si el suministro mide dos
voltios constantes.

Problema 20. El coeficiente de arrastre aerodindmico en el fuselaje de un dron
bimotor cambia segin el cociente de friccion de fluidos D(v) = % Cuantifique la
tasa instantanea de resistencia volando a tres metros por segundo.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 15
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

Propuestos de Aplicaciéon

1. 1623 — 32* + 162 — 2. 1. =2z, 3, —2 m?®/s.
2, (??xi;)g 2. 1,2, 0,75 limenes/s.
3. oe it 3. 2,2t 14 g/h.
4. 30x* — 4823 + 922 — 20z + 20. 4. 30/49 mm/s.
5. % 5. —7 unidades/ms.
6. 2:;23—5?' 6. 23/25 L/mol.
—13 7. 125 J/grado.
7- m. /g
8. 61‘5 _ 51.4 + 321,3 — 1222, 8. —14/25 N/(rad/s)
9. m = 3/4. 9. 4 mm/rad.
10. Tasa de cambio = 6. 10. 3/50 W/s.
11. Puntos: (0,0) y (2,4). 11. =3 dB/Hz.
=t 12. 27/16 MJ/m.
12, =2 / /m
13. 5% — 1623 + 922 — 4. 13. =17 mbar/km.
14. % 14. 1/4 MPa/unidad.
13 7.4 7o— 15. 32 hashes/iteracion.
15. §I10/3— 55(7 /3+§ZL‘ 2/3. /
16. =215, 16. 7/16 mg/s por mM.
17. Ecuacion: y = 0. 17. 8 m?/s.
18. h'(2) = 11/9. 18. 16/25 W /unidad.
19. Si, ocurreen z =1y x = 3. 19. 16 A/V.
20. f"(z) = ﬁ 20. 27/16 unidades de arrastre.
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iOptimizacion Cruzada
Completada!

"Los grandes resultados en la vida real nunca
provienen de una simple suma lineal de
esfuerzos aislados; surgen del producto

entrelazado de tu constancia multiplicado por

la estrategia adecuada. Cuando divides tus
problemas de forma analitica, el denominador
de la incertidumbre se reduce a cero.’

iFelicidades por tu disciplina! Has dominado los
algoritmos mas potentes de las tasas de cambio
compuestas.
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