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Teoria: El Rescate de las Indeterminaciones

Al evaluar limites, a menudo nos topamos con expresiones que no tienen sentido
algebraico inmediato, como dividir cero entre cero o infinito entre infinito. La Regla
de L’Hopital nos salva la vida conectando el comportamiento de las funciones con
el de sus derivadas.

Teorema: La Regla de L’Hépital

Sean f y g funciones derivables en un intervalo abierto que contiene a ¢ (ex-
cepto posiblemente en ¢), y supongamos que ¢'(x) # 0 en ese intervalo.

Si el limite lim, . % produce una forma indeterminada del tipo 8 0 %,
entonces: .
x x
lim —f( ) = lim f/( )
z—e g(x)  a—c g'(x)

siempre que el limite del lado derecho exista (o sea infinito).

J

Condiciones y Casos Especiales

= Verificacién Obligatoria: Antes de derivar, DEBES evaluar el limite.
Sino da 8 0 2, la regla arrojara un resultado falso.

= Aplicacién Multiple: Si tras aplicar la regla una vez, el nuevo limi-

te 1fm £ sigue siendo indeterminado, puedes aplicar L’Ho6pital nue-

g'(z)
vamente (derivando por segunda vez), siempre y cuando verifiques la

indeterminacién en cada paso.

= Limites al Infinito: La regla funciona exactamente igual si x — 0o o
x — —00.

- J

O

m sin(ax) R 0
z—0 T 0

L’Hopital lo resuelve evaluando cos(ax)

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 1

>
PROFE TEO
jAtencion! L'Hopital
NO es la regla del
cociente de derivadas.
Aqui derivas el
numerador por su
cuenta y el
denominador por su
cuenta. jNo te
confundas!

>
PROFE TEO

El error més mortal en
un examen es aplicar
L’Hopital cuando el
limite NO es
indeterminado. Si
evaltas y te da 5/0,
eso es infinito, no
L’Hopital. Si te da
0/5, eso es cero.

j Verifica primero!
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Indeterminacién Trigonométrica 0/0

Enunciado: Evalte lim,_,, i=5s2

1%“” = % = 9. Forma 1ndeterminada. Aplicamos L’Hépital derivando

l—cosz
numerador y denominador: lim,_.q dz( )

45 (@?)
vamente, da 2 o+ Aplicamos L’Hopital por segunda vez: lim, o “5* = cos@) — 1

2 2
Respuesta: El limite es 1/2.

. Solucién: Al evaluar en x = 0, obtene-
mos

Sg;“’ Si evaluamos nue-

= h/mm%()

Problema Resuelto 2: Lucha de Infinitos co/oo

Enunciado: Calcule hmx_mo 2. Solucion: Al evaluar obtenemos 2. Apli-

camos L’Hopital iterativamente: 1) lim, 36% — 2 2) lim, % — 2 3)

lim, o & = & = 0. Respuesta: El limite es 0.

eT

r

.

(" Problema Resuelto 3: Funciones Trascendentes

.. 0_1_ _

Solucién: Evaluamos: £==0 = =1 —
cos0—1 1-1

. Evaluamos de nuevo: 9 Aplicamos

et 80

L Hopital una segunda vez: hmgHo L=t = _1 =—1. Respuesta El
limite es —1.

e —l—zx
cosz—1 "
€T

Enunciado: Determine lim,_,

. Aplicamos L’Hépital: lim,_,q =

(" Problema Resuelto 4: L'Hopital con Logaritmos

Enunciado: Resuelva lim, o+ 22£. Solucién: Evaluando: In(07) — —oco y

cot(0*) — oo. Forma ==. Aphcamos L’Hopital: lim,_,g+ # Esto pa-

rece peor, pero reescribimos algebraicamente antes de evaluar de nuevo =
2

lim, o+ =22, Evaluamos: 3. L'Hopital de nuevo: lim,,_,q+ =252 — 9 — (),

Respuesta: El limite es 0.

(" Problema Resuelto 5: Polinomio sobre Logaritmo

. Solucién: Evaluando:

. , ; In(z%+1
Enunciado: Evalie hmx_,oo%

2. Aplicamos
L’Hopital: Atn da 2.

L’ Hopltal tres veces mas, pero es mas elegante dividir por z*: lim,_, il

Podriamos aplicar
4
1+1/z% —

’ o ’ 423
im0 =5 = hmxﬁoole—ﬂ.

1+0 = 0. Respuesta: El limite es 0.
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Las exponenciales
siempre "le ganan.?
los polinomios cuando
x tiende al infinito.
L’Hopital demuestra
formalmente esta
jerarquia de
crecimiento.

>
PROFE TEO

jCuidado con los
bucles infinitos! Si
aplicas L’Hopital a
ﬁ hacia el
infinito, alternaras la
raiz del numerador al
denominador sin
parar. L’Hopital no
siempre es el mejor
camino.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Circuito Eléctrico RLC h
Contexto: La corriente transitoria en un circuito al variar la resistencia hacia
. R R —R . .
el limite critico viene dada por I(R) = %. Determine la corriente de

saturacion cuando la resistencia R tiende a 0 ohmios.

.. .. , —Rt_ . .
Solucién: Limite limp 0 < L g. Derivamos respecto a la variable R

Rt
(it es constante!): limp_o =5—

saturacion tiende a —t amperlos.

= —te’ = —t. Respuesta: La corriente de

(" Aplicacion 2: Crecimiento Poblacional Limite )

. .. . , 2
Contexto: Un ccosistema asimila biomasa segin el modelo B(t) = 29%-.

Determine el limite maximo de biomasa soportable si el tiempo de evolucion

tiende a prolongarse indefinidamente hacia el infinito.
50002

Solucion: Limite lim; o °5r — 2. L’Hopital 1: lim; o 0132% - =
L’Hopital 2: lim;_, 3. O(ﬁ%olt = % = 0. Respuesta: A largo plazo, el ecosis-

tema colapsa y la biomasa tiende a 0.

(" Aplicacion 3: Cinematica y Amortiguamiento h

Contexto: El desplazamiento de un amortiguador mecanico bajo impacto

fam] 5 In(1+v? . : .
sfsmico estd modelado por x(v) = % Evalte el micro-desplazamiento

exacto en el momento en que la velocidad v de impacto tiende a anularse a
cero.

11

M 1+v

0 LHopltal lim, 0 45

plificando algebralcamente. hmv_m 1+7 = ﬁ

guador se desplaza exactamente 1 milimetro.

Solucién: lim,_,, = lim,_,o ﬁ Sim-

= 1. Respuesta: El amorti-

(" Aplicacion 4: Dilatacion Relativista )

Contexto: El factor de energia térmica de un gas a temperaturas sub-ceros
se aproxima por E(T) = Sm(kT) julios. Encuentre la energia remanente del
estado basal cuantico cuando la temperatura T roza el cero absoluto.

Solucién: lim7_, M — %. Derivamos usando L’Hopital respecto a la va-

riable T limp_g M = kcos(0) = k. Respuesta: La energia en el cero

absoluto es la Constante k julios.
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En fisica, cuando se
estudian velocidades
cercanas a la luz, a
menudo los
denominadores
colapsan. L’Hopital
permite calcular la
Lhergia de reposo'sin
divisiones por cero.
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(" Aplicacion 5: Reaccion Quimica Reactiva )

Contexto: La concentracion de un acido volatil en un reactor experimental se

x

volatiliza siguiendo la curva C'(z) = esze_ Calcule la concentracion residual
precisa en el instante inicial x — 0 del experimento analitico.
Solucién: lim, % — 1%.1 = %. Aplicamos L’Hopital:
lfm, o C=E = 1, o €€, Evaluando: €4 = 1 4+ 1 = 2. Res-

L puesta: La concentracion residual es exactamente 2 molar. )
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

2241
+1 R
2z

estudiante deriva y obtiene 5¢ = 0. Explique el gravisimo error conceptual

cometido y calcule el limite correcto.

. Analice el limite lim,_, —””;“ Al aplicar L’Hopital obtendra una fracciéon

invertida similar. Argumente por qué L’Hoépital "falla.?l entrar en un bucle
infinito y como resolveria el limite algebraicamente.

Defienda matematicamente la afirmacion: "Toda funcion exponencial de base
a > 1 crecerd eventualmente méas rapido que cualquier funcién polinomial x™
de grado n cuando x — oo". ;Coémo lo prueba L’Ho6pital?

. Discuta la equivalencia logica. ;Garantiza el Teorema de L’Hépital que si

lim % no existe por oscilacion infinita (ej. sin(1/x)), entonces lim gg )) tam-

poco existe?

Si el limite original es del tipo 0 - oo, no puede aplicarse la regla directamen-
te. Formule el procedimiento analitico estandarizado para transformar este
producto en un cociente elegible para L’Hopital.

Evalie el impacto de la regla de la cadena. Si aplica L’Hoépital a zj cuan-
do r — 0, demuestre por qué debe tener extremo cuidado al 51mp11 car los
términos multiplicativos 2z resultantes.

Considere que después de aplicar L’Hopital cuatro veces consecutivas, el li-
mite sigue siendo indeterminado g. Argumente si es mateméaticamente licito
detenerse, o si la teoria autoriza derivaciones infinitas validas.

Diferencie la Regla de L’Hopital de la Regla del Cociente. Describa un escenario

/ !
donde confundir la notacion <£) con § arruine por completo un analisis de

maximos y minimos.

La aproximacion lineal de Taylor dicta que sinx ~ x para valores pequenos.
Demuestre como el limite 1im,_,o %22 = 1 (comprobable por L’Hopital) funda-
menta toda esta teoria de hneahzac1on.

Elabore un contraejemplo riguroso donde el limite del denominador g(x) — 0
pero el numerador f(x) — ¢ # 0. Detalle por qué L’Hopital esta estrictamente
prohibido bajo el analisis de asintotas verticales.
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

, ’ 2_
Problema 1. Evalie lim,_,5 Z—j.

Guia de Solucién Interactiva

1. Evaluamos directamente para comprobar la forma indeterminada:

3;__39 = ——. {Procede L’Hopital!

2. Derivamos numerador y denominador por separado:

Numerador: 4 (2% — 9) =

Denominador: %(l’ -3)=__

3. Armamos el nuevo limite y evaluamos:
lim, 3 ——— =

Problema 2. Calcule lim,_, ., In(z)

Guia de Soluciéon Interactiva

1. Determinamos la forma limite en el infinito:

In(o0)

o

= —— (Forma valida para L’Hopital).

2. Derivamos las funciones trascendentes:
Derivada del logaritmo natural:
Derivada de la identidad: .

3. Limite final estructurado:

. Ve 1
hma:—mo__—_

1 s

3

Problema 3. Halle lim,_,

sinz—x "

Guia de Solucién Interactiva

1. Comprobamos la forma 0/0 y aplicamos L’Hopital (Paso 1):

3z

lim,_, . Evaluamos y da 0/0.

2. Aplicamos L’Hopital (Paso 2):

lim, 0 == Evaluamos y vuelve a dar 0/0.
3. Aplicamos L’Hopital (Paso 3, final):
h/mx_m 6 = 6 =

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com
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PROFE TEO

A veces simplificar
algebraicamente
DESPUES de aplicar
L’Hopital es vital. No
apliques la regla a
ciegas una y otra vez
si primero puedes
cancelar las z.
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Problemas Generales

22 —dx+4
3-8 °

Problema 4. Evalie lim,_,,

e2—1
T

Problema 5. Determine el limite trascendente lim,_,q

Problema 6. Calcule la lucha de exponenciales lim,_, . ;—Z

1—cos(3x)

Problema 7. Halle lim, ,o — >

Inz

Problema 8. Resuelva lim, ,; *%.

Problema 9. Evalie rigurosamente lim, %

In

r—tanz

Problema 10. Calcule lim, o *=3

Problema 11. Determine lim,_,, e;tf )
Problema 12. Obtenga el limite radical lim, .4 %.
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Problema 13. Halle lim,_,o+ %

arcsin x

Problema 14. Evalie la expresion trigonométrica inversa lim, o *<

l—sinx
cosx

Problema 15. Calcule lim, ../,

In(In )
pra

Problema 16. Determine lim,_,

T—e T2z

Problema 17. Resuelva el cociente iterativo lim, o “—

"

Problema 18. Evalte la indeterminacion mixta lim,_,, %, donde n es un entero

positivo.

Problema 19. Halle lim,_,; % (Requiere regla de la cadena meticulosa).
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T_o—T

Problema 20. Demuestre que L’Hopital entra en un bucle para lim, ., Zz+7
y halle el limite algebraicamente.
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Aerodinamica. La friccion fluida de una sonda marciana roza el

limite estructural expresado como F(v) = va(—;ﬂ) Evalie el factor de impacto nulo
cuando la velocidad decae v — 0.
Guia de Solucién Interactiva
1. Evaluamos cota limite: Sino(o) =_ /.2 Derivamos por regla cadena:
F'(v) = UCOS(”2). 3. Cancelamos 2v y evaluamos: lim, o cos(v?) =

factor neto de roce puro constante estructural.

Problema 2. Farmacocinética. La concentraciéon de una toxina en sangre decae

t_ . .. .
temporalmente como C(t) = etetl. Determine la concentracién endovenosa inicial

precisa evaluando el instante biologico original ¢ — 0.

Guia de Soluciéon Interactiva

1

$= = . Aplica L'Hopital. 2. Numerador: e’. Denomina-

0
0-

1. Inspeccion inicial:
et 1 _
et+tet = 1+ -

dor (producto): 1-e'+¢- . 3. Limite final: lim;_,

dosis miligramo plasmatica cero temporal biologica.

Problema 3. Astrofisica. El colapso gravitacional de un enano blanco detiene su
radio métrico segin curvatura R(m) = W Calcule el radio remanente estelar

critico si la masa gravitatoria roza la nulidad m — 0.

Guia de Solucion Interactiva

1. Masa nula arroja division prohibida: % — %. 2. Derivada logaritmica masa:

—ﬁ 3. Evaluacion de L’Hopital colapso: = milésimas de atno luz

2
140
estelar limite condensacién radio.
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Recuerda que en las
aplicaciones de
ingenieria temporal

t — oo, cualquier
término dividido por
el infinito matematico
tiende asintéticamente
a la nada (cero
absoluto).
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. Criptografia. La entropia de cifrado de bits colapsa por fluctua-
ciones de algoritmo cuantico decodificador definido en E(z) = 17"@2”. Precise la

vulnerabilidad extrema del servidor cuando el hash encriptado = — 0.

Problema 5. Termodinamica. Una aleacion superenfriada alcanza equilibrio
asintotico siguiendo la ley radiactiva de enfriamiento absoluto T'(k) = ’;—; Determine
temperatura remanente inerte si la constante de aislamiento k asciende indefinida-
mente al infinito.

Problema 6. Electromagnetismo. El amperaje transitorio de descarga dieléctri-
ca en un capacitor de tantalio decae temporalmente graficando onda I(t) = %
Mida la chispa inductiva teorica residual en el origen de desconexién placa.

Problema 7. Finanzas. El interés compuesto de capital riesgo muta oscilando
inversion tasa asintotica bursétil continua modelada R(z) = 1;1% Valore retorno

marginal cruzando el vértice de insolvencia especulativa uno corporativa.

Problema 8. Hidraulica. El flujo laminar purgado de una tuberia de polimero

. . V_py— .s ., . . .
acentia caudal viscoso Q(v) = “=4=1. Fije presion umbral hidrica extrema instante

velocidad turbulencia nula friccién métrica neta.

Problema 9. Optica. El indice de refracciéon variable cruzando fibra de vidrio

impura polariza luz fotonica espectral n(\) = :Eg’:\\; Evalue distorsiéon luminosa

6ptica cuando longitud onda es absorbida nula prisma.

Problema 10. Biologia Marina. La saturacion de oxigeno asimilada por algas
planctonicas satura ecosistema costero O(z) = \/%—1' Extraiga el limite letal me-
tabolico asfixiante asintotico originado caida concentracion oxigeno hidrica bidtica

costera.
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Problema 11. Geofisica. La onda sismica profunda propaga choque teldrico di-
sipando megatones vibratorios terrestres vectoriales S(d) = ln(cil#. Mida temblor
remanente falla tectonica epicentro puntual coordenada distancia cero foco vibra-
cional telurico.

Problema 12. Robdtica. El amortiguamiento arménico de un servomotor brazo
. L. . . .  n . . 1—
cibernético frene inercia rotacional pinones modelado diferencial A(w) = Cw;i(w)

Evalte rebote mecénico vibratorio acople pinén par motor cero estatico rotacional.

Problema 13. Inteligencia Artificial. La tasa de aprendizaje algoritmica decrece

n2

red neuronal procesando clister datos volumen masivo computacional L(n) = (a3
Pronostique colapso convergencia aprendizaje maquina iteraciones procesamiento
infinito claster artificial.

Problema 14. Actstica. El decaimiento reverberaciéon onda sonora eco vacio
. . . . . 2t _ . .
caja anecoica sorda amortigua decibelios espectrales E(t) = “ L. Estime latencia

de golpe de resonancia percusiva sorda inicial temporal milisegundo absoluto cero
espectral.

Problema 15. Ingenieria Civil. La deflexién de viga puente colgante resiste
fatiga tension acero torcido por viento carga asintotica extrema D(F) = %n()
Precise estrés estructural torsion limite fuerza nula aerodinamica pura metal.

Problema 16. Ingenierfa Quimica. La catalisis enzimatica organica disuelve

polimero plastico en acido reaccionando saturacion molecular corrosiva K(c) =
eC—1—c—c?/2

= . Determine el precipitado de cristalizacion residuo miligramo reactivo
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umbral originario nulo probeta pura.

Problema 17. Telecomunicaciones. El ancho de banda espectral de una senal
portadora modulada digital degrada amplitud de pulso remoto B(z) = zsin(1/x).
Calcule fidelidad de transmision de enlace frecuencia distancia lejana infinidad pa-
rabolica.

Problema 18. Meteorologia. El gradiente térmico adiabatico de nube tormenta
camulo estrato disipa calor latente condensacion de masa vapor G(p) = h;@. Analice
frialdad residual presion atmosférica limite atmosfera superior infinidad troposfera
estratosférica.

Problema 19. Mecénica Cuéantica. La probabilidad de que un electron salte ba-
. . . . . . _.—F
rrera efecto tinel dieléctrico oscila amplitud de fase de confinamiento P(FE) = %

Evalte conductividad semiconductor microchip nula de energia foténica atémica.

Problema 20. Ingenieria de Materiales. La tension elastica de rotura alambre
nanotubo carbono cristalizado decae tensidén por microfisura atomica de esfuerzo

transversal elastico T'(s) = %;1(5) Mida falla fatiga molecular milimétrica esfuerzo
nulo nanotubo.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

—_

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Prof.

. Limite es 6.
. Limite es 0.

Limite es —6. (Requiere L’Hopital
x3).

. 0/12 = 0. (No es L’Hopital después
de x=2).

Limite es 2.
Limite es oc.
Limite es 9/4.
Limite es 1.
Limite es oo.
Limite es —1/3.
Limite es 1.
Limite es 1/4.
Limite es 0.
Limite es 1.
Limite es 0.
Limite es 0.
Limite es 1/3.

Limite es 0. (Se aplica L’Hopital n
veces).

Limite es —2. (Desarrollo avanza-
do).

Bucle por L’Hopital. Solucién: di-
vide por e”, limite 1.

Teofilo Teves

Propuestos de Aplicaciéon

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

www.teoteves.com

Factor limite 1.
Concentracion inicial de 1 mg.

Radio critico 2 unidades.

. Vulnerabilidad entropia limite 2.

. Temperatura cae a 0 grados inerte.

Chispa inductiva pico limite 1 am-
perio.

Retorno marginal igual a 1 porcen-
tual.

Presion estabilizada en 1/2 atmos-
fera.

Refraccion luminosa indice 3/5.
Limite letal biotico nivel 2.
Oscilacién telarica de limite 1.

Amortiguamiento armoénico acople
nivel 1/2.

Colapso convergencia cluster infini-
to nivel oo.

Eco de rebote amortiguador abso-
luto 2 ms.

Estrés torsién aerodindmico limite
1.

Cristalizacién decantacion reactivo
factor 1/6.

Transmision fidelidad parabolica
total limite 1.

Frialdad residual limite al infinito
de 0.

Conductividad cuantica probabilis-
tica de factor 1.

Tension fatiga fractura cristal 1limi-
te 1/6.
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iSuperando lo
Indeterminado!

'En matematicas y en la vida, a veces nos
encontramos con situaciones de bloqueos
totales, muros donde parece que nuestra
division choca con un cero o se pierde en el
infinito. La Regla de L’Hopital nos ensena
una leccion valiosa: si cambias la perspectiva
y analizas como cambian las cosas (sus
derivadas), lo que parecia imposible de
resolver de repente encuentra su limite y su
proposito.’

iEnhorabuena! Has conquistado las formas mas
rebeldes del calculo diferencial.
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