
U ′(x) = I ′(x)− C ′(x) = 0

D = x2 + y2
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Teoría: Dinero, Distancia y E�ciencia

En el mundo real, los recursos son limitados. Las corporaciones buscan minimi-
zar costos de producción y logística, mientras buscanmaximizar sus utilidades.
El cálculo nos permite encontrar ese "punto exacto"de e�ciencia absoluta modelando
funciones algebraicas.

PROFE TEO
½Truco analítico! Para
minimizar una
distancia
d =

√
∆x2 +∆y2, te

recomiendo minimizar
la función D = d2. ½Te
ahorrarás derivar
raíces cuadradas
molestas!

1. Modelado Económico: Costo, Ingreso y Utilidad

Si x representa el número de unidades producidas y vendidas:

Costo Total C(x): Lo que cuesta producir x unidades.

Costo Medio C(x) = C(x)
x

: Costo promedio por unidad.

Ingreso Total I(x) = x · p(x): Dinero que entra, donde p(x) es la
ecuación de demanda (precio por unidad).

Utilidad (Ganancia) U(x) = I(x)− C(x).

Para maximizar la ganancia, derivamos e igualamos a cero: U ′(x) = 0, lo
que implica que el Ingreso Marginal debe igualar al Costo Marginal
(I ′(x) = C ′(x)).

2. Minimización Logística y Distancias

Cuando buscamos la ruta más barata o el punto más cercano, modelamos la
distancia euclidiana o el costo del tendido:

Distancia entre un punto (x, y) y un punto �jo (x0, y0):
d =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2

Si (x, y) pertenece a una curva (ej. un río o carretera), usamos la ecuación
de la curva y = f(x) para dejar la distancia en una sola variable.

PROFE TEO
Cuidado en logística:
no siempre la línea
recta es la más barata.
Si tender un cable por
tierra cuesta $10/m y
por debajo del agua
$50/m, la ruta óptima
será una línea
quebrada que
minimice el trayecto
subacuático.

x (Unidades)

$ (Dinero)

C(x)

I(x)

Utilidad Máxima

C′(x) = I′(x)
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Bloque I: 5 Problemas Matemáticos Resueltos

Problema Resuelto 1: Maximización de Utilidad

Enunciado: El costo total de producir x artículos es C(x) = 1500 + 12x +
0,05x2. La ecuación de demanda es p(x) = 60−0,03x. Halle la producción que
maximiza la utilidad. Solución: 1. Ingreso: I(x) = x · p(x) = x(60− 0,03x) =
60x − 0,03x2. 2. Utilidad: U(x) = I(x) − C(x) = (60x − 0,03x2) − (1500 +
12x + 0,05x2) = −0,08x2 + 48x − 1500. 3. Derivamos: U ′(x) = −0,16x + 48.
4. Igualamos a cero: 0,16x = 48 =⇒ x = 48/0,16 = 300. 5. Con�rmación:
U ′′(x) = −0,16 < 0 (Máximo). Respuesta: Se deben producir y vender 300
artículos.

PROFE TEO
El costo medio se
minimiza exactamente
en el punto donde el
costo medio iguala al
costo marginal
(C(x) = C ′(x)).
½Puedes usar esta
propiedad para
comprobar tus
respuestas!

Problema Resuelto 2: Minimización del Costo Medio

Enunciado: El costo de producción es C(x) = 400+10x+0,1x2. Determine el
nivel de producción que minimiza el costo promedio por unidad. Solución: 1.
Costo Medio: C(x) = C(x)

x
= 400

x
+10+0,1x. 2. Derivamos: C

′
(x) = −400

x2 +0,1.
3. Igualamos a cero: 400

x2 = 0,1 =⇒ 0,1x2 = 400 =⇒ x2 = 4000 =⇒ x =√
4000 ≈ 63,24. Dado que x debe ser entero, probamos 63 y 64. Respuesta:

El costo promedio se minimiza produciendo 63 artículos.

Problema Resuelto 3: Punto Más Cercano a una Curva

Enunciado: Halle el punto de la parábola y = x2 − 1 que se encuentra más
cerca del punto (0, 2). Solución: 1. Distancia al cuadrado: D = (x − 0)2 +
(y − 2)2 = x2 + (y − 2)2. 2. Sustituimos la curva: y = x2 − 1 =⇒ x2 = y + 1.
D(y) = (y + 1) + (y − 2)2 = y + 1 + y2 − 4y + 4 = y2 − 3y + 5. 3. Derivamos:
D′(y) = 2y − 3 = 0 =⇒ y = 1,5. 4. Hallamos x: x2 = 1,5 + 1 = 2,5 =⇒
x = ±

√
2,5 ≈ ±1,58. Respuesta: Los puntos más cercanos son (

√
2,5, 1,5) y

(−
√
2,5, 1,5).

Problema Resuelto 4: Costos de Inventario (Modelo EOQ)

Enunciado: Una tienda vende 10, 000 unidades al año. El costo de hacer
un pedido es de $50 por orden. El costo de almacenamiento es $2 por uni-
dad al año (basado en el inventario promedio x/2). Halle el tamaño del
lote x que minimiza el costo total. Solución: 1. Costo anual de pedidos:
50 × (número de pedidos) = 50(10000/x) = 500000/x. 2. Costo de almace-
namiento: 2 × (x/2) = x. 3. Costo Total C(x) = 500000

x
+ x. 4. Derivamos:

C ′(x) = −500000
x2 + 1 = 0 =⇒ x2 = 500000 =⇒ x ≈ 707,1. Respuesta: El

lote óptimo es de 707 unidades por pedido.
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Problema Resuelto 5: Distancia Combinada (Cableado)

Enunciado: Un punto A está a 3 km de un río recto. Un punto B está a 4
km río abajo en la orilla opuesta (el río tiene 1 km de ancho). Se desea tender
un cable de A a B. El costo en tierra es $10/m y subacuático $20/m. Modele
la función de costo. Solución: El punto cruza el río en una coordenada x (de
0 a 4). Tierra:

√
32 + x2 (asumiendo que corre por la ribera, pero el problema

plantea un río. Simpli�cado: cruza directo al otro lado). Modelo: C(x) =
10(Distancia Tierra) + 20(Distancia Agua). C(x) = 10(4 − x) + 20

√
x2 + 12.

Derivando: C ′(x) = −10 + 20 x√
x2+1

= 0 =⇒ 2x =
√
x2 + 1 =⇒ 4x2 =

x2 + 1 =⇒ 3x2 = 1 =⇒ x = 1/
√
3. Respuesta: El cable debe cruzar a

1/
√
3 km del punto opuesto.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

Aplicación 1: Latencia de Servidores en Trading

Contexto: Un nodo de trading algorítmico procesa transacciones incurriendo
en latencia L(x) = 4x+ 100/x milisegundos, donde x es el volumen de datos
en terabytes. Calcule el volumen de datos que minimiza el retardo del servidor
�nanciero.
Solución: Optimizamos latencia. L′(x) = 4− 100/x2. Igualamos a cero: 4 =
100/x2 =⇒ 4x2 = 100 =⇒ x2 = 25 =⇒ x = 5. L′′(x) = 200/x3 > 0
(Mínimo absoluto). Respuesta: Se deben procesar bloques de 5 terabytes.

Aplicación 2: Costo de Transporte Terrestre

Contexto: Una �ota logística transporta carga. El costo de combustible por
hora es C(v) = v2/100 dólares (v es velocidad en km/h). El costo operativo
es $40 por hora. Minimice el costo total para un viaje de 500 km.
Solución: Tiempo de viaje: t = 500/v. Costo Total CT (v) = (v2/100 + 40)×
t = (v2/100 + 40)(500/v) = 5v + 20000/v. C ′

T (v) = 5 − 20000/v2 = 0 =⇒
5v2 = 20000 =⇒ v2 = 4000 =⇒ v ≈ 63,2 km/h. Respuesta: La velocidad
más económica es 63,2 km/h.

PROFE TEO
En modelos de
ingresos, recuerda que
si subes mucho el
precio, la demanda
baja. El máximo
ingreso siempre es el
vértice de esa parábola
invisible de equilibrio.

Aplicación 3: Ingreso en Redes de Suscripción

Contexto: Una plataforma de cursos cobra $50 mensuales y tiene 1000 usua-
rios. Por cada $5 de incremento en la cuota mensual, pierden 40 suscriptores.
Determine la cuota mensual para maximizar los ingresos por membresía.
Solución: Aumentos de $5: sea x la cantidad de aumentos. Precio p(x) =
50+ 5x. Usuarios q(x) = 1000− 40x. Ingreso I(x) = (50+ 5x)(1000− 40x) =
50000 + 3000x− 200x2. I ′(x) = 3000− 400x = 0 =⇒ x = 7,5. Cuota óptima
= 50 + 5(7,5) = 87,5. Respuesta: Cobrando $87,5 mensuales se maximiza el
ingreso.

Aplicación 4: Gasoducto Transversal

Contexto: Se debe conectar una bomba a una re�nería trazando tubería. En
terreno rocoso cuesta $80/m y en llanura $50/m. Si la llanura exige desviar
la ruta formando un triángulo rectángulo de catetos x y 10 − x, calcule el
gradiente.
Solución: Costo C(x) = 80

√
x2 + d2 + 50(10 − x). Derivada: C ′(x) =

80 x√
x2+d2

− 50 = 0. 80x = 50
√
x2 + d2 =⇒ 6400x2 = 2500(x2 + d2) =⇒

3900x2 = 2500d2. Respuesta: La desviación óptima ocurre cuando x = 5
39
d.
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Aplicación 5: Optimización de Almacén

Contexto: Una empresa ensambla placas. Producen lotes de x unidades. El
costo de preparar la línea es $2000. Mantener inventario cuesta $5 anuales
por placa promedio. Para 100, 000 placas al año, ¾qué lote minimiza el gasto
global?
Solución: Costos de set-up: 2000(100000/x) = 200000000/x. Costos de al-
macén: 5(x/2) = 2,5x. Costo total C(x) = 200000000/x + 2,5x. C ′(x) =
−200000000/x2 + 2,5 = 0 =⇒ 2,5x2 = 200000000 =⇒ x2 = 80000000.
x ≈ 8944. Respuesta: El lote de producción óptimo es de 8944 placas.
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Bloque III: 10 Problemas de Re�exión

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento lógico o analítico.

1. Analice la ecuación de Utilidad Marginal. Si el Costo Marginal excede al In-
greso Marginal en su nivel actual de producción, ¾debería aumentar o reducir
la producción? Argumente usando derivadas.

2. En el modelo de costos de inventario (EOQ), ¾qué ocurre matemáticamente
con el tamaño óptimo de pedido x si el costo de almacenamiento por unidad
se reduce drásticamente a la mitad?

3. Explique por qué minimizar la distancia euclidiana d =
√
f(x) es analítica-

mente equivalente a minimizar el argumento f(x). ¾Por qué esto no altera el
número crítico obtenido?

4. Un gerente logístico asume que el camino más corto en línea recta siempre
será la ruta de menor costo. Use el teorema de Fermat (derivadas) para refutar
esta a�rmación cuando los medios de transporte tienen tarifas asimétricas (ej.
asfalto vs trocha).

5. Considere una función de Costo Medio C(x) = C(x)/x. Demuestre teórica-
mente que el Costo Medio alcanza su mínimo exactamente cuando la curva de
Costo Marginal cruza a la curva de Costo Medio.

6. En modelos de �jación de precios, la demanda suele ser lineal p(x) = a − bx.
Demuestre que el ingreso máximo siempre ocurrirá cuando se vende exacta-
mente la mitad de la demanda máxima teórica.

7. Al calcular la ruta óptima de un cable submarino que toca tierra, ¾por qué
la solución matemática podría indicar que el cable NO debe tocar el agua en
absoluto (ruta de esquina)? ¾Qué signi�ca esto analíticamente?

8. Discuta el concepto de rendimientos marginales decrecientes.en la producción.
Geométricamente, ¾esto corresponde a la primera o a la segunda derivada de
la función de producción?

9. Si el Estado impone un impuesto �jo de $1000 mensuales a la empresa, inde-
pendientemente de cuánto produzca, demuestre usando cálculo diferencial por
qué el nivel óptimo de producción x NO se altera.

10. Analice el impacto de un impuesto variable (t dólares por unidad). ¾Cómo se
altera la ecuación I ′(x) = C ′(x) y cómo afecta esto lógicamente el volumen
óptimo de producción �nal?
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matemáticos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Una fábrica tiene demanda p(x) = 100 − 0,05x y costo C(x) =
250 + 20x. Halle x para la Utilidad Máxima.

Guía de Solución Interactiva

1. Función de Utilidad: U(x) = x(100 − 0,05x) − ( ) = 80x −
0,05x2 − 250.

2. Derivar utilidad: U ′(x) = − x.

3. Igualar a cero: 0,1x = =⇒ x = unidades.

Problema 2. Halle el punto de la recta y = 3x− 2 más cercano al origen.

Guía de Solución Interactiva

1. Distancia al cuadrado: D(x) = x2 + ( )2 = x2 + 9x2 − 12x + 4 =
10x2 − 12x+ 4.

2. Derivamos D′(x) = = 0 =⇒ x = .

3. Reemplazamos en la recta: y = 3( ) − 2 = . El punto es
( , ).

PROFE TEO
½Ojo con los costos
medios! Al derivar
C(x)/x siempre saldrá
una variable al
cuadrado en el
denominador. Despeja
con cuidado esa
fracción.

Problema 3. Costo total C(x) = 800 + 40x + 0,5x2. Halle producción que
minimiza Costo Medio C(x).

Guía de Solución Interactiva

1. Armar Costo Medio: C(x) = 800
x

+ + x.

2. Derivar: C
′
(x) = −

x2 + = 0.

3. Resolver la ecuación cuadrática: 0,5x2 = =⇒ x2 = =⇒ x =
.
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Problemas Generales

Problema 4. Maximice U(x) si el Ingreso es I(x) = 50x−0,1x2 y Costo C(x) =
10x+ 500.

Problema 5. Halle el punto en la curva y =
√
x+ 4 más próximo al punto

(2, 0).

Problema 6. Minimice Costo Medio para C(x) = 16000 + 200x+ 0,1x2.

Problema 7. Una demanda es p(x) = 200√
x
. Costo unitario es $2. Maximice

utilidad U(x).

Problema 8. Costo de viaje es C(v) = 100/v + v/5. Halle la velocidad v que
minimiza el costo.

Problema 9. Halle el punto de y = x2 más cercano a (3, 4). Utilice método
numérico o aproximación si la derivada es cúbica irreducible.

Problema 10. Demanda x = 500 − 10p. Costo �jo $500, unitario $10. Halle
precio p de máxima utilidad.

Problema 11. Costo inventario C(x) = 4000
x

+ 10x. Halle lote x óptimo.

Prof. Teó�lo Teves www.teoteves.com 9

https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com


Prof. Teó�lo Teves www.teoteves.com

Problema 12. Minimice la distancia cuadrada D = (x− 1)2 + (y− 5)2 sobre la
recta y = −2x+ 1.

Problema 13. Ingreso marginal es I ′(x) = 300 − 2x, Costo marginal C ′(x) =
50 + 0,5x. Halle producción óptima.

Problema 14. Halle coordenadas en la elipse x2+4y2 = 4 más lejanas a (1, 0).

Problema 15. Costo promedio C(x) = 0,001x2 − 0,2x + 40 + 5000
x
. Halle costo

marginal evaluado en el x que minimiza el costo promedio.

Problema 16. Vuelo de A a B. Costo combustible escala con v3. Tiempo es d/v.
Costo piloto $100/h. Halle v óptima en función de constantes.

Problema 17. Un hotel de 100 cuartos a $80 se llena. Si se cobra $85, se rentan
95. Mantenimiento por cuarto ocupado es $10. Maximice ganancias.

Problema 18. Un cable viaja de (0, 2) en un medio denso (costo $5) a (x, 0),
luego a (10, 0) en medio ligero (costo $3). Halle coordenada x óptima.

Problema 19. Maximice Ingreso I(x) = xp(x) donde p(x) = 1000e−0,02x.
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Problema 20. Halle el punto en la hipérbola xy = 1 más próximo al origen
usando cálculo.
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicación Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Corporación extrae cobre. Costo por x toneladas es C(x) = 4x2+
1000. Ingreso por tonelada es $800. Calcule tonelaje mensual maximizando bene�cio.

Guía de Solución Interactiva

1. Utilidad minera: U(x) = 800x − ( ) = 800x − 4x2 − 1000. 2.

Gradiente bene�cio: U ′(x) = − 8x = 0. 3. Producción cima: Despejando,

x = toneladas procesadas.

Problema 2. Flota de drones entrega paquetes. Costo carga batería C(x) =
5000/x. Desgaste hélicesD(x) = 20x. Halle lote entregas minimizando �ete logístico.

Guía de Solución Interactiva

1. Ecuación �ete: F (x) = /x+20x. 2. Derivación desgaste: F ′(x) =

+20 = 0. 3. Raíz logística: 20x2 = =⇒ x =

despachos.

PROFE TEO
Las infraestructuras
como tuberías y redes
siempre operan un
trade-o� entre
distancia directa (más
corta pero por terreno
caro) y bordear el
terreno (más larga
pero barata).

Problema 3. Servidor de nube procesa terabytes. Enfriamiento cuesta $10x,
almacenamiento $4000/x. Obtenga volumen datos equilibrando e�ciencia térmica
operativa.

Guía de Solución Interactiva

1. Balance servidor: S(x) = 10x + /x. 2. Ajuste térmico: S ′(x) =

10− /x2 = 0. 3. Trá�co óptimo: 10x2 = =⇒ x =

terabytes red.

Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. Firma �nanciera programa algoritmo. Latencia milisegundos L(x) =
2x2 + 800/x por clúster activo. Precise nómina servidores minimizando tiempo eje-
cución compraventa bursátil.
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Problema 5.Oleoducto desértico conecta pozo (0, 50) km a re�nería (100, 0) km.
Perforar roca vale $2M/km, arena $1M/km. Traze vértice desviación abaratando
tubería pesada.

Problema 6. Buque mercante zarpa ultramar. Gasto combustibleG(v) = v3/500
diarios. Tripulación cobra $2000/día. Trace velocidad nudos abaratando travesía
atlántica intercontinental �ja.

Problema 7. Complejo habitacional �ja arriendo $1200 ocupando 200 lofts.
Subir $50 desaloja 5 inquilinos. Proyecte tarifa mensual maximizadora captación
renta inmobiliaria premium.

Problema 8. Cable �bra submarina une península distante 3 km costa con
repetidor litoral 8 km abajo. Lecho marino exige $40/m, zanja terrestre $20/m. Fije
punto terrestre empalme red.

Problema 9. Planta metalúrgica funde acero. Demanda p(x) = 5000 − 2x.
Gasto fundición C(x) = 1000x+50000. Cuanti�que bloque toneladas maximizando
liquidez cuenta corporativa industrial bruta.

Problema 10. Operador telefónico sufre interferencia radio base en x = 0,
decayendo 1/x2. Otra base x = 10 decae 8/(10 − x)2. Encuentre posición entre
torres mitigando estática frecuencia total.

Problema 11. Frigorí�co almacena pescado. Gasto refrigerar $4 tonelada pro-
medio anual. Preparar cámara cobra $1800 ciclo. Suministrando 10000 toneladas,
limite tamaño partida enfriada económica.
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Problema 12. Tren bala magnético amortiza fricción riel C(v) = v2/20+5000/v
kilovatios. Obtenga crucero estable minimizando drenaje red eléctrica ferroviaria
transnacional alta tensión.

Problema 13. Startup ensambla visores VR. Venta unitaria $300. Producir lote
cuesta C(x) = x3/3 − 15x2 + 400x. Aísle volumen ensamble maximizador margen
bene�cio tecnológico startup.

Problema 14. Cadena supermercados pide conservas. Trámite logístico aduana
$100. Bodegaje anual $8 estiba. Cubriendo venta 80000 latas continuas, �je encargo
aduanero fraccionado rentable constante.

Problema 15. Plataforma petrolera marítima o�shore ubicada (0, 6) millas.
Planta costera en (10, 0). Cañería agua cuesta $50k/milla, tierra $30k/milla. Re-
duzca presupuesto derivando codo inserción playero.

Problema 16. Estadio deportivo vende asientos $40 agotando aforo 50k. Incre-
mentar $1 vacía 1k butacas. Evento exige boleto maximizando recaudación masiva
taquilla �nal.

Problema 17. Data center refrigera racks agua helada. Tubo recorre pared
curva parábola y = x2. Bomba central ubicada coordenada (0, 5). Trace abrazadera
tubería distancia cortísima refrigerante.
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Problema 18. Transportista carga grava mina. Camión gasta gasoil (v2/400)
dólares hora. Chofer tarifa $25 hora. Viaje cubre 200 km. Estime ritmo velocímetro
abarate �ete descarga total.

Problema 19. Cosechadora agrícola automatizada recolecta trigo perdiendo
grano P (t) = 5t por fricción, gastando combustible 1000/t galones temporales. Ni-
vele marcha minimizadora merma cereal agrario mecanizado.

Problema 20. Criptoactivo lanza token ICO. Ingreso marginal modela I ′(x) =
2000e−0,1x. Costo minado red C ′(x) = 50. Determine circulación tokenómica acuña-
da maximizando retención capital descentralizado.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matemáticos

1. x = 200 unidades.

2. D = 10x2 − 12x + 4. Punto
(0,6,−0,2).

3. C(x) = 800/x+ 40 + 0,5x. x = 40.

4. x = 200. Utilidad Máx $3500.

5. x = 1,5. Punto (1,5,
√
5,5).

6. x = 400. Costo Medio $100.

7. Utilidad U(x) = 200
√
x − 2x. x =

2500.

8. v =
√
500 ≈ 22,36.

9. Ecuación cúbica ≈ x = 1,56 o nu-
mérico.

10. Precio p = $30. x = 200.

11. x = 20 unidades lote.

12. Punto (2,2,−3,4). Distancia cuad
1,44.

13. 2x+ 0,5x = 250 =⇒ x = 100.

14. Puntos (−1,±
√
3/2) son los más le-

janos.

15. Si se minimiza en x, C ′(x) = C(x).

16. v = 3
√
50costo piloto/constante.

17. Cobrar $95. Renta 85 cuartos.

18. x = 1,5. Se minimiza con derivadas.

19. I ′(x) = 0 =⇒ x = 50.

20. (1, 1) y (−1,−1).

Propuestos de Aplicación

1. x = 100 toneladas.

2. Lote logístico x =
√
250 ≈ 15,8.

3. x =
√
400 = 20 terabytes.

4. Clúster activo x = 3
√
200 ≈ 5,8.

5. Desviación de arena a roca: x =
50/

√
3.

6. Velocidad crucero v = 100 nudos.

7. Tarifa base premium $1600.

8. Empalme tierra a 8− 3/
√
3 km.

9. Producción liquidación x = 1000
ton.

10. Estática anulada en x = 10/3.

11. Partida enfriada de 3000 ton.

12. Velocidad eléctrica v = 3
√
50000 ≈

36,8.

13. Margen ensamble máximo x =≈
30,6.

14. Encargo aduanero ≈ 1414 latas
fraccionado.

15. Codo a 6 − 6(3/4) = 1,5 millas
(aprox pitágoras).

16. Butaca $45 recauda tope masivo
evento.

17. Abrazadera pared x = ±3.

18. Ritmo abaratador gasoil v = 100
km/h.

19. Nivel marcha cereal t =
√
200 ≈

14,1.

20. Circulación token x = 10 ln(40) ≈
36,8.
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◦

Umax

½Maximiza tus Resultados!

'La economía y la logística del éxito
comparten la misma matemática que este
cuaderno: reducir la fricción, minimizar el

desgaste innecesario y maximizar la utilidad
de tu tiempo. En la bolsa de valores de la
vida, cada decisión es una variable. Deriva
tus acciones y conviértete en tu propio

número crítico.'

- La regla del Ingreso Marginal vital

½Enhorabuena! Has dominado la frontera donde el
cálculo interactúa con la economía.
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