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Teoria: El Algebra de los Limites

Evaluar limites usando tablas de valores o graficas es 1til, pero poco riguroso y
propenso a errores. Para calcular limites de manera exacta, utilizamos las Leyes de
los Limites, que nos permiten desarmar funciones complejas en partes mas simples.

1. Leyes Fundamentales

Supongamos que lim, ., f(z) = L y lim,,, g(x) = M existen, y ¢ es una
constante.

» Suma / Resta: lim, ,,[f(z) £ g(x)] =L+ M
» Maultiplo Constante: lim, ,,[c- f(z)]=c¢- L
» Producto: lim, ,,[f(z) - g(z)]=L- M

= Cociente: lim,_,, [M} —

o) siempre que M # 0.

L
M
= Potencia / Raiz: lim,_,.[f(2)]" = L" y lim,_,, ¥/f(z) = /L (si n es par,
asumimos L > 0).

. J
2. Propiedad de Sustitucién Directa

Si f es un polinomio o una funcién racional y a estd en el dominio de f,
entonces:

lim f(z) = f(a)

r—a

Esta es la primera estrategia que siempre debes intentar.

iExito! :

] Salvar el limite
Sntehin—

\_

Da un numero real L ]

directamente

[ Evaluar f(a)

Problema

Factorizar, Racionali-
zar o usar fracciones
parciales, luego sim-
plificar y reevaluar.

Da 0/0 (Inde-

terminacion)
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iOjo! Estas leyes
aplican
UNICAMENTE si los
limites individuales L
y M existen y son
ntmeros reales. No las
uses a ciegas si hay un
infinito de por medio.

>
PROFE TEO

Si al evaluar
directamente obtienes
0/0, significa "hay que
trabajar". El cero en
el denominador indica
un factor escondido
que debes destruir
factorizando o
racionalizando.
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Polinomios y Sustitucién Directa h
Enunciado: Evalte lim,_»(32® — 42% + x — 5).
Solucion: Al ser una funciéon polinémica, el dominio es R. Aplicamos la pro-
piedad de sustituciéon directa reemplazando x = 2:
h'r%(?)x?’ —42® +2-5)=3(2°-4(2*+2-5
Tr—r
=38)—4(4)+2—-5=24—-16+2—-5=5
. J
( Problema Resuelto 2: Factorizacién de Trinomios )
Enunciado: Calcule lim,_,3 xigfgﬁ.
Solucién: Sustitucion directa da 0/0. Factorizamos numerador y denomina-
dor. Numerador: 2> — z — 6 = (z — 3)(x + 2). Denominador: Diferencia de
cuadrados 2% — 9 = (z — 3)(z + 3).
-3 2 2
TaCinl)[Chet) I
=3 (x = 3)(x+3) @31+ 3
Evaluamos nuevamente: g—ig = %.
\_ v,
(" Problema Resuelto 3: Uso de Conjugadas h
Enunciado: Evalte lim,_,4 %.
Solucion: Evaluar arroja 0/0. Multiplicamos arriba y abajo por la conjugada
del numerador, que es (/z + 2).
-2 2 —4
i W2V +2) x
v (z—4)Vr+2) o4 (x—4)(Va+2)
Cancelamos (x — 4) asumiendo = # 4:
” 1 1 1
im = ==
z—4 \/5 + 2 \/4_1 +2 4
. J
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La diferencia de
cuadrados

a?—b* = (a—"b)(a+b)
y la aspa simple seran
tus mejores aliados.
iRepasa tu algebra
bésica!


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

(" Problema Resuelto 4: Fracciones Complejas )

Wl

.
Enunciado: Encuentre el valor de limj,_,q *-
Solucién: Sustituir &~ = 0 da 0/0. Buscamos un denominador comun en el

numerador principal.

3—(3+h) 3—3—h —h
3B3+h) _ 943h __ 943h
h h h

Al multiplicar extremos y medios, cancelamos h:

fm—— — lfm ————
o0 h(9 +3h)  m509 + 3h

Evaluamos h = 0: ﬁ = —é.
_ J
>
- e - PROFE TEO
(" Problema Resuelto 5: Racionalizacién Ctbica ) L . i
as raices cublcas
. / j . la dif. .
Enunciado: Calcule lim,_,g %. f;qlcl:gg; ;3 _lzgeiaa
Solucién: Sustituyendo obtenemos 0/0. Usamos la diferencia de cubos don- (a —b)(a® + ab + b2).
de a = Yxr y b = 2. Multiplicamos por (a® + ab + b?): El factor es iLa conjugada ctbica

(W—FQ%—I—ZI). es mas larga!
(Ve —2)(Va?+29x+4) . x-8

lim = lim

w8 (g —8)(Va? +2¢/x+4) =8 (r—8)(...)
)

Cancelando (z — 8) evaluamos en el factor multiplicador:

1 1

A+4+4 12

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 3
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Expansion de Especies )

Contexto: La poblacion de algas en un lago artificial crece modelada por
P(t) = % en miles. Evalie algebraicamente el limite de la poblacion al
acercarse a los dos meses si ocurre una alteracion quimica.

Solucién: Calculamos lim;_,, (‘r’tt—fm Simplificando (t+2) queda lim;_,5 ;5 5
Al evaluar, el denominador tiende a cero y el numerador a 10. Respuesta
El limite no existe; la poblacion diverge hacia un colapso asintético por la

alteracion quimica.

~
J

Aplicacién 2: Eficiencia Aerodinamica

Contexto: El coeficiente de friccion de un tunel de viento depende de la
velocidad del flujo v segun C(v) = \/W 2. Determine el valor limite del
coeficiente cuando el flujo de aire tiende al reposo.

Solucién: Evaluamos lim,_, \/W 3 Da 0/0. Multiplicamos por la conjugada

VU + 9+ 3. Resulta en —2=9 _ — \/@+3‘ Sustituyendo v = 0. Respuesta:

v(v/v+9+3)
El coeficiente limite en reposo es exactamente 1/6.
. J
>
- — — — N PROFE TEO
Aplicacién 3: Tasa de Enfriamiento Metéalico L -
Las aplicaciones fisicas
. . i 3 a menudo usan limites
Contexto: Una aleacion de titanio reduce su temperatura segiun T'(x) = % con t — 0 para
grados por segundo, donde z mide el espesor. Determine la tasa limite de encontrar tasas
enfriamiento si logramos un espesor atdémico tendiente a tres nanémetros. instantaneas, jla
23 3 1
Soluciéon:  lim, ,3 =3,  Usando diferencia de cubos queda g“s,madb'ase de la
erivada:
lim, 3 (173)(5#. Cancelando el factor critico, evaluamos 32 + 3(3) + 9.

Respuesta: La tasa limite proyectada es de 27 grados/segundo.

-
.

( Aplicacién 4: Latencia en Redes Opticas )

Contexto: Un protocolo de red tiene un retraso fraccionario de datos dado
11
por R(s) = =22, con s en milisegundos. Calcule rigurosamente la latencia
base cuando la senal de interferencia s se aproxima a cero.
2—(s+2)

Solucién: lim,_ o 2“1 = lim,_,, ﬁfm) Cancelando s queda _+2) Susti-
tuimos s = 0. Respuesta: La latencia base es de —1/4 mlllsegundos

\_ v,
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(" Aplicacion 5: Produccion Industrial Acumulada )

Contexto: La fabricacion de microprocesadores reporta costos marginales

escalados por la ecuacion C(u) = %. Halle el limite del costo marginal

si el nivel de produccion se estabiliza acercandose a cuatro mil unidades.

Solucién: lim,,_,4 %. Se cancela la indeterminacion (u—4). Evaluamos
el cociente resultante ﬁ = 2. Respuesta: El costo marginal tendera a 1/4
o 0,25 millones.
\ J
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1. ;Por qué la ley del cociente para limites exige explicitamente que el limite del
denominador sea diferente de cero?

2. Si limy, f(z) = 0y lim,_,, g(z) = 0, jesto implica que lim, ,,[f(z)/g(z)]
también debe ser cero? Argumente.

3. Explique el fundamento algebraico que nos permite cancelar un factor como
(x — a) tanto en el numerador como en el denominador al calcular un limite.

4. ;Qué ley de los limites garantiza que un polinomio siempre puede evaluarse
por sustitucion directa en todo su dominio?

5. Al enfrentar una indeterminacion 0/0 en funciones que incluyen radicales de
indice impar, ;por qué la conjugada tradicional no funciona?

6. Siusted conoce que lim,_,» f(x) = 8, deduzca paso a paso el valor de lim, 5 ¢/ f(x) — 16.

7. Si evaluamos directamente una funcion racional y obtenemos un ntimero di-
ferente de cero en el numerador y cero en el denominador, ;qué conclusion
geométrica extraemos?

8. Un estudiante afirma que lim,_,,[f(z)+g(x)] siempre existe, incluso si lim f(z)
no existe. ;Es correcto? Brinde un contraejemplo.

9. ;De qué manera la técnica del denominador comun transforma una indetermi-
nacion 0/0 en fracciones complejas hacia una forma gobernable?

10. Si una funcion consta del producto de una funciéon que tiende a infinito y
otra que tiende a cero, jse puede aplicar la ley del producto directamente?
Justifique.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 6
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

¢ 22—25
Problema 1. Calcule lim, 5 "5=15.

1. Evaluamos z = 5 y obtenemos la forma

(z

)(z+ )

2. Factorizamos ambos polinomios: lim, .5 _(1:—5)(30 - )

3. Simplificamos y volvemos a sustituir: % =

|\ J

Problema 2. Resuelva lim,_,; —”“;:31_2

1. Multiplicamos por la conjugada que es vz + 3 + )

2. El numerador se vuelve diferencia de cuadrados: (z + 3) —

3. Cancelamos (x — 1) y evaluamos m, obteniendo

(2+h)3-8

Problema 3. Halle lim;,_,q RN o

PROFE TEO
Recuerda la vieja

1. Expandimos el binomio al cubo: 8 4+ 12h + 6h% + — 8. confiable: sacar factor
comin z suele ser el

2. Extraemos h como factor comun: h(12 + + h2). primer paso que

. . ., L. muchos olvidan. {No
3. Simplificamos la fraccion y evaluamos cuando kA = 0: el limite es . te compliques!

Problemas Generales Algebraicos

Problema 4. Calcule lim,_, 5(42* + 5z — 7).

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 8
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, , 2_
Problema 5. Evalte lim, 3 =

) 2 3
Problema 6. Halle lim, , 4 %.

Problema 7. Calcule el valor de lim,_,g 39_;\%.

Problema 8. Resuelva lim,_,o ¥15=2%,

1 3_
Problema 9. Encuentre el limite lim,_,; i2—_i

20245243

Problema 10. Calcule lim,_, T

Problema 11. Halle lim;_,g g;;;

8 1=
|
SIE

Problema 12. Evalte con fracciones lim,_,,

8
|
N}

z+3

Problema 13. Resuelva el caso lim,_,_3 T3

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 9
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V4ut1-3

Problema 14. Determine lim, 5 *= =5

Problema 15. Calcule lim,_,¢4 %. (Pista: cambie variable u® = z).

Problema 16. Evalie lim,_,; (1= — =5).

(x+h)2 2

Problema 17. Halle lim;,_,g 3 —~ considerando z constante.

zi-16

Problema 18. Calcule lim, 5 5=

Problema 19. Determine lim,_,g ﬁ

Problema 20. Halle analiticamente lim,_,q —Vij_sﬁ

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 10
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. La resistencia eléctrica en un circuito térmico modela 6hmicamente
2_ . . L. -
R(T) = TTT?)O. Halle la resistencia limite estabilizada al acercarse la temperatura a

los diez grados centigrados.

1. Evaluamos 7' = 10 y tenemos la forma . 2. Factorizamos diferencia de

cuadrados: (1" — T+ ). 3. Simplificamos y evaluamos: la resistencia

final es ohmios.

Problema 2. Una turbina hidraulica tiene pérdida de caudal proyectada por
Cv) = —”’216_4. Calcule con precision geométrica la caida de volumen cuando el
vortice de flujo v tiende al reposo.

1. Multiplicamos por la conjugada /v + 16+ . 2. Reducimos el numerador
operado quedando v + 16 — =v. 3. Tras cancelar v, evaluamos en v = 0

y la pérdida es .

Problema 3. Un servidor enruta algoritmos con latencia evaluada mediante
3 . e . .1
L(s) = £=L. Averigiie rigurosamente el retraso en milisegundos cuando la carga del

Ss—

sistema s converge a una unidad estdndar.

1. Factorizamos la diferencia de cubos extrayendo factor (s — ). 2. El

trinomio restante es (s* + s + ). 3. Simplificando obtenemos una latencia

exacta de milisegundos.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 11
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. El indice de toxicidad por filtracién de un polimero se rige por
2 . . . . .
I(z) = =22 Evalte el factor contaminante residual si el tiempo de degradacion
se aproxima a dos anos.

Problema 5. La fuerza electromotriz inducida en una bobina rotativa marca el
. 2 . ., .. . . . L
voltaje V(t) = 7521;5—’_912. Calcule el pico de tension limite si el tiempo asintotico de
giro llega a tres segundos.

Problema 6. La densidad poblacional de una colonia fingica decrece segin
11
D(m) = =—=. Determine la tasa poblacional limite cuando los nutrientes disponibles

caen a cinco miligramos por litro.

Problema 7. El desgaste en engranajes planetarios genera una vibracion W (r) =

3_ . . L. J .. .
:2_2. Calibre la resonancia armoénica maxima anticipada justo antes de que las re-

voluciones toquen las dos mil vueltas.

Problema 8. Un panel fotovoltaico pierde rendimiento por polvo superficial
P(d) = —Vd+d25_5. Halle la caida porcentual limite en eficiencia si el grosor de las
particulas de polvo es practicamente invisible.

Problema 9. La tensién estructural de un puente colgante bajo nieve obede-

ce a S(w) = ﬁ;}w Proyecte el colapso tensional limite asumiendo que el peso

acumulado roza la unidad critica.

Problema 10. El margen de utilidad bruta de un criptoactivo volatil opera

segtin U(p) = \f_:)g. Despeje financieramente el beneficio tope sabiendo que el precio

unitario bordeara los nueve délares.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 12
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L. . .. L. 4
Problema 11. Un reactor atomico registra variaciones neutronicas N (z) = £ 711.

Precise el limite exacto de la fision controlada si el umbral del moderador de grafito
alcanza la fase uno.

Problema 12. La propagacion de senal wifi en un tinel pierde decibelios mar-
1 1

cando F(d) = T‘:Z. Determine algebraicamente la degradacion de senal al acer-

carnos al primer metro subterraneo.

Problema 13. La dilatacion térmica en rieles ferroviarios arroja elongaciones

en milimetros dadas por E(t) = ’ff:g Estime la deformacién limite del acero al

alcanzar temperaturas de dieciséis grados Celsius.

Problema 14. La dosis metabdlica filtrada por el rinén es M (c) = 0521297. Evaliae

el pico de filtracion toxicologica si la concentracion plasméatica se empareja hacia tres
milimoles.

Problema 15. Un acelerador de particulas estabiliza el boson siguiendo A(v) =
Qf_}l. Halle la velocidad cuéntica residual requerida acercdndose vertiginosamente

a la constante luminica normalizada.

Problema 16. Las emisiones de diéxido de carbono en la refineria obedecen
2
C(q) = 2‘1;_#. Indique la huella de carbono limite si el barril procesado se apro-
xima a la marca tres.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 13
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Problema 17. Un satélite geoestacionario corrige su altitud evaluando el margen
de error gravitacional G(h) —V‘r’h;;H. Precise la compensaciéon instantanea del

motor cuando el desfase de altura es cero.

Problema 18. La cinética de asimilacion enzimética sigue un patréon de Michae-
. . 4 , . ., . .

lis modificado F(s) = ;,3; Demuestre el limite de reacciéon quimica acelerando el
sustrato celular hasta tres unidades micromolares.

Problema 19. La aerodinamica de un hiperauto en pruebas de tinel mues-
a1
tra carga descendente D(v) = ~—*. Resuelva el coeficiente aerodinamico critico
limitante al tocar velocidad escala cuatro.

Problema 20. Una aleacién termo-inteligente encoge su volumen al enfriarse
= Y523 Determine matematicamente la contraccion térmica

dictado por V() = ¥
precisa al llegar el cronémetro a los cuatro segundos frios.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

14


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves

www.teoteves.com

Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos
1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

Prof. Teoéfilo Teves

10/7.
1/4.
12.
~1.

6.

. 5/3.

1/8.
3/2.

—1/4.
—1/2.
2/3.
1/3.

2x.
8/3.
2/3.
1/12.

Propuestos de Aplicaciéon
1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

20 ohmios.

1/8 unidades.
3 milisegundos.
0 de toxicidad.

6/7 voltios.

. —1/25 densidad.

3 vibracién maxima.
1/10 caida porcentual.
—2 tension (colapso).

1/6 beneficio tope.

4 unidades neutronicas.

—1/16 decibelios.

128 milimetros.

9/2 filtracion.

1/3 velocidad residual.
7 huella limite.

5/4 compensacion.

4 reaccién quimica.

—1/16 coeficiente critico.

1/6 de contraccion.

www.teoteves.com
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iLimite Alcanzado!

'La matemaéatica nos ensena que una
indeterminacién no es un callején sin salida,
sino una invitacion a mirar el problema desde
otro angulo. jFactoriza tus miedos y
racionaliza tus metas!’

iBuen trabajo! Dominar las leyes de los limites es
dominar las reglas de juego del universo diferencial.
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