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Teoria: Desarmando la Funcién Compuesta

Rara vez en la ingenierfa encontramos funciones simples como sin(z) o z?. Lo
normal es enfrentarnos a funciones anidadas como sin(x? + 1). Para derivar estas
estructuras, imaginemos la funcién como una cebolla: debemos derivar capa por
capa, multiplicando los resultados, desde la envoltura mas externa hasta el ntcleo.

1. La Regla de la Cadena (Notaciéon de Funciones)

Si f y g son funciones derivables, y la funcién compuesta se define como
y = f(g(x)), entonces la derivada respecto a x es el producto de la derivada
de la funcion externa (evaluada en la interna) por la derivada de la funcion
interna:

i) = o) - o @)

\

2. La Notacion de Leibniz (Tasas de Variacion)

Si y depende de u, y u depende de x, la tasa a la que cambia y con respecto
a z es el producto de sus tasas de cambio individuales.

@_dy du

de  du dx

Esta notacién es brillante en fisica: las unidades de du se cancelan"visualmente
" las fracciones. )

3. Corolario: Regla de la Potencia Generalizada

Si u = g(z) es una funcion derivable y n es cualquier nimero real, al derivar
la potencia de una funcién bajamos el exponente, restamos uno y siempre
multiplicamos por v’
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iEl error mas letal!
Muchos alumnos
derivan sin(z?) y
responden cos(z3). Se
olvidaron de
multiplicar por la
derivada de adentro
(322)! No caigas en la
trampa.
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Si tienes un trinomio a
la décima potencia, ni
loco intentes
expandirlo. Usa la
regla de la potencia
generalizada. Es el
salvavidas del algebra.
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Polinomio a una Gran Potencia

Enunciado: Calcule la derivada de y = (52 — 2x + 7)%.
Solucién: Identificamos la funcién interna u = 52® — 2z + 7. Su derivada es
v = 152% — 2. Aplicamos la regla de la potencia generalizada:

d
y =852 — 20 +7)"- %(53&3 —2x47)

y = 8(5x% — 2z +7)" - (1527 — 2)
Respuesta: y' = 8(1522 — 2)(5z® — 2z + 7)".

(" Problema Resuelto 2: Potencia de una Trigonométrica

Enunciado: Obtenga f'(z) si f(r) = sin*(z).
Solucién: Reescribimos la funciéon para ver las capas claramente: f(x) =
(sinz)?. Capa exterior: Potencia 4. Capa interior: sin z.

f'(x) = 4(sinz)? - %(sin x)

f'(x) = 4sin®(z) - cosx

~

Problema Resuelto 3: Argumento Compuesto

_/

Enunciado: Derive la funcién y = cos(z? — 3z).

Solucién: Aqui la funcién externa es el coseno y la interna es el polinomio.

La derivada de cos(u) es — sin(u) - u'.

/

d
Yy = —(.’]}'2 — 3.1’)

e 2_32)-
sin(x x) o
y = —sin(2® — 3z) - (2z — 3)

Reordenando para que el polinomio no se confunda con el argumento: Res-
puesta: y = —(2z — 3) sin(2? — 3x).

-

J

~

Problema Resuelto 4: Cadena Doble (Tres capas)

~

Enunciado: Halle la derivada de y = tan3(5z).

Solucién: La funcion es y = [tan(5z)]>. Hay tres capas: la potencia 3, la
tangente, y el angulo 5z. Derivamos la potencia: y' = 3[tan(5z)]? - & [tan(5z)]
Derivamos la tangente: y' = 3 tan®(5z) - sec?(5z) - L [5z] Derivamos el angulo:
y' = 3tan®(5x) - sec?(5x) - 5 Respuesta: y' = 15 tan?(5x) sec?(5x).

J
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Cuidado con la
notacion
trigonométrica.
sin®(z) significa
(sinx)*. La funcion
externa es la potencia
4, y la interna es el
seno.
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Las raices cuadradas
compuestas aparecen
en el 90 % de los
exdmenes. Aprende de
memoria que

A/l = 4. Te
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(" Problema Resuelto 5: Raiz con Funcién Racional )

Enunciado: Derive la funcion f(z) = /2.
. : : : 1/2
Soluci6én: Expresamos como potencia fraccionaria: f(z) = () 2 Por la

regla de la cadena, bajamos el 1/2 y multiplicamos por la derivada del cociente:

, L fz+1\"" [()(—1)— (@@ +1)(1)

f(z) = ) ' 2

r—1 (z—1)
Simplificando el corchete: “”"(_;__1“351 = (xﬁ)z.

1 jz—-1 -2 —1
fl(z) = 5\ ' 2 3/2
2Vzr+1 (x—1) Vo +1(x—1)3%

L J
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Expansion de Biocultivos

Contexto: El area de una colonia bacteriana circular es A = 7r2. Su radio
r(t) crece a 0,5 mm /h tras ser irradiada. Obtenga el ritmo exacto de expansion
del area cuando el radio mide ocho milimetros.

Soluciéon: Usamos Leibniz: 44 = ij‘f dr . Derivamos el area: ‘2— = 27r. Eva-
luamos en r = 8 y & = 0,5: Cf“ = 27r(8) 0,5 = 167(0,5) = 87. Respuesta:

Crece a 87 mm?/h.

s

\_

(" Aplicacién 2: Refrigeracién Aeroespacial

Contexto: El volumen de una esfera criogénica V' = —7r7“3 se contrae al enfriar-

se. Su radio disminuye 0,1 ¢cm/s. Determine la tasa de compresion volumétrica

instantanea cuando el radio marca cinco centimetros en orbita.
Solucioén: % = Cfl—‘; . %. Derivamos volumen: ‘fi—‘; = 47r?. Insertamos valores:

r=5,% =—0,1 (contraccién). 4* = 47(25)(—0,1) = —107. Respuesta: Se
comprime a 107 ¢cm?/s.

(" Aplicacién 3: Costos de Impresién 3D

Contexto: El costo en dolares de producir filamentos es C(x) = a2 + 900.
La produccion x(t) escala generando veinte unidades por hora. Cuantifique la
tasa de incremento financiero marginal operativo cuando ensamblan cuarenta

filamentos.

ion: dC _ dC dr dC _ 2 _ 40 4z — 90
Solucion: G- = 7= -7 = 577500 \/x2+900 Evaluando = = 40, %% = 20:

€ — \/W 20 = 22 - 20 = 16. Respuesta: El costo aumenta 16 USD /h.

(" Aplicacion 4: Despresurizacion Atmosférica

Contexto: La presion estratosférica soportada por un globo sonda obedece a
P(h) = (100—0,5h)? pascales. El altimetro registra ascensos a tres metros por
segundo. Evalte la tasa instantanea de caida barica alcanzando veinte metros
absolutos.

Solucién: 42 = g—l,j Ldh AP — 3(100 — 0,5h)%(—0,5) = —1,5(100 — 0,5k)*. Con
h = 20, % 3: Cil_t = —1,5(100—10)%-3 = —4,5(8100) = —36450. Respuesta:
Cae a 36450 Pa/s.

(" Aplicacion 5: Contaminaciéon de Nivel Freatico

Contexto: El nivel toxico de un acuifero profundo contamina con densidad
D(c) = sin(c?). La concentracion quimica c(t) aumenta dos miligramos diarios.

Calcule la alteracion de contaminacion si la saturacion es raiz de pi.
dD _ dD  dc dD de _ 9. dD = cos(n) -

Solucion: €2 = 2. £ 92 — cos(c?) - 2¢c. En ¢ = /7, & =
2\/m -2 =(-1)(4y/7) = —4y/7. Respuesta: Varia a —4/7 unldades/dia.

J
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La notacién de Leibniz
es perfecta para
problemas de "tasas
relacionadas" (fisica).
Solo arma la cadena
de fracciones para que
se cancelen los
denominadores y
obtengas lo que
buscas.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

Argumente con un ejemplo algebraico por qué la expresion d%[f(g(:c))] =

f'(x)g'(x) es analiticamente falsa y conduce a resultados absurdos.

dy _ dy

. Visualice la notacion de Leibniz 2 = 2¢ . %. Aunque du no es estrictamente

dx du
un ntmero real que se cancela", explique por qué este mecanismo resulta tan

confiable en fisica clasica.

Analice la funcion iterativa f(z) = y/+/x. Demuestre aplicando dos veces la
regla de la cadena que su resultado es equivalente a reescribirla inicialmente
como potencia fraccionaria z'/4.

. En un sistema de poleas, la velocidad del engranaje C depende de B, y B

depende de A. Relacione este principio de transmision mecanica con la esencia
teorica de la regla de la cadena.

Describa en qué orden riguroso operaria la regla de la cadena para desglosar
y derivar una funciéon de cuatro capas superpuestas como y = cos®(sin(z?)).

Si la derivada interna ¢'(x) resulta ser idénticamente cero en todo su dominio,

Lqué conclusion inmediata podemos deducir sobre el comportamiento de la
funcion global f(g(z))?

Un analista financiero calcula que la demanda depende del precio y el precio
de la inflacion. Estructure la féormula de Leibniz para obtener la tasa de cambio
de la demanda respecto a la inflacion.

sin x

Explique el riesgo analitico de derivar la funcién trascendente y = e sin
reconocer la estructura de funcién compuesta.

Si evaluamos una funcion inversa donde g(z) = f~!(z), aplique la regla de la
cadena a la identidad f(g(x)) = = para deducir la formula de la derivada de
funciones inversas.

Analice por qué la regla de la cadena es obligatoria al enfrentar funciones pares
e impares, demostrando logicamente que si f(x) es par, su derivada f'(x) debe
ser invariablemente impar.
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Derive la funcién compuesta polinémica y = (4a? — 7x + 2)°.

Guia de Solucion Interactiva

1. Asignamos la funcién interna u =

2. Derivamos u respecto a x: u' =

3. Bajamos el exponente externo y multiplicamos por u':

"=5( )t ( )-

Problema 2. Obtenga la derivada trigonométrica en cadena f(z) = sin(3z?—x).

Guia de Solucion Interactiva

1. Identificamos el argumento del seno: u =

2. Derivada del exterior evaluada en u: - [sin(u)] = cos( ).
3. Multiplicamos por la derivada del argumento interno:
f'(z) = cos(3zt — z) - ( ).
Problema 3. Halle ¢/ para la estructura racional potenciada y = (;—fl)g >

- - . PROFE TEO
Guia de Solucién Interactiva Si tienes un cociente o

. . N 2 un producto
1. Regla de potencia (exterior): 3 (-25) DENTRO de una
. . . C( )(z+1)—(22)( ) potencia (como en el
2. Regla del cociente (interior): CEEVE = = problema 3), primero
. .. . ] _ 3(422?) 2 bajas la potencia,

3. Unimos multiplicando fracciones: 3’ = @D EE syt restas uno, y luego

todo eso lo multiplicas
por la inmensa regla
del cociente/producto.

Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Calcule la derivada analitica de f(x) = (2 — 4z + 1)'2
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Problema 5. Determine la derivada de la raiz compuesta y = v x? + 8x — 3.

Problema 6. Halle f’(x) para la trigonometria doble f(z) = cos®(z).

Problema 7. Derive la funcion exponencial compuesta g(z) = tan(z? + 1).

Problema 8. Resuelva la derivada triple y = sec®(4x).

Problema 9. Encuentre la pendiente de la recta tangente a y = (22 — 1)* en
r =1

1

Problema 10. Derive algebraicamente h(t) = B

Problema 11. Determine las coordenadas de los puntos donde f(z) = (2 —4)3

tiene tangentes horizontales.

Problema 12. Obtenga la derivada combinada de y = z*\/2z + 1. (Producto +
Cadena).

Problema 13. Derive la estructura avanzada f(z) = sin(cos(z)).
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Problema 14.

Problema 15.

Problema 16.

Problema 17.

Problema 18.

Problema 19.

€S cero.

Problema 20.

Prof. Teoéfilo Teves

1—x
14"

Halle 3/ simplificando para el radical fraccionario y =
Y

Calcule la segunda derivada y” de la funcion y = cos(3z).

Derive la expresion trigonométrica profunda g(6) = cot?(56).

Resuelva el operador analitico para f(w) = (w? + 1)3(w® — 1),

d

Encuentre § utilizando Leibniz si y = v® —u y u = 2% 4 1.

Pruebe analiticamente que la derivada de y = sin®(z) + cos?(x)

Halle la derivada evaluada f’(7/2) para f(x) = [sin(z) + 2]*.
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. La presién barométrica de un huracin proyecta un radio destruc-
tivo R(p) = /p? + 10 kilometros. La presion anomala p(t) asciende a tres unidades
horarias. Cuantifique la tasa de expansion perimetral cruzando cuatro pascales.

Guia de Soluciéon Interactiva

1. Derivamos el radio respecto a la presion: fl—]; = W = \/ﬁ. 2. Estruc-

tnig. dR _ dR  dp _ 4 . .
turamos Leibniz: G = - 3 = <m> - ( ). 3. La velocidad radial de
la tormenta resulta ser km /h.

Problema 2. El espesor de una capa de polimero fotovoltaico crece E(v) =
(v3 —2)? micras absorbiendo voltaje. La tension v(t) escala dos voltios por segundo.
Verifique el ritmo de recubrimiento quimico ingresando dos voltios absolutos.

Guia de Solucién Interactiva
1. Hallamos sensibilidad de espesor: € = 2(v® — 2)( ) = 6v(v® — 2). 2.
En cadena con la tension v = 2: £ = 6(4)(8 — 2) - ( ). 3. El fotopolimero

engrosa marcando una tasa de micras/s.

Problema 3. Un globo meteorologico termodinamico infla su volumen de gas
inerte V = %7?7“3. Su membrana expande radio a cinco milimetros por segundo.
Calcule el flujo volumétrico instantaneo franqueando los diez milimetros.

Guia de Solucién Interactiva

1. Gradiente de volumen radial: % = 4n( )2. 2. Evaluamos la posicion
ar =10 & = 47( ). 3. Multiplicando la tasa de crecimiento radial da
mm?/s.
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Las tasas relacionadas
son pura notaciéon de
Leibniz. Identifica tus

tres variables: en el
problema 3 son

Volumen, Radio y

Tiempo.

A%

dt

av.
dr

dr
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. El escudo de reentrada aeroespacial degrada ceramica por C(t) =
cos®(t). Evalie el indice de ablacién marginal friccionando el fuselaje en contacto
plasma al registrarse dngulo térmico orbital cruzando pi cuartos.

Problema 5. La compresion hidraulica de un cilindro elevador bombea presion
modelada en P(v) = vv? 4 5. El fluido v(¢) fluye cuatro litros min. Determine el
estrés de la junta mecanica operando con dos litros interiores.

Problema 6. La propagacion de un algoritmo viral informético infecta nodos
l6gicos bajo la raiz cuantica I(c) = v/c + 4. Las conexiones activas c(t) suman tres
clusteres. Calcule la latencia de infiltracion atacando dos nodos.

Problema 7. El diAmetro pupilar de un lente biométrico reacciona a los lime-
nes D(I) = (I +1)72 La luz exterior aumenta cinco unidades cegadoras. Halle la
contraccion instantanea de la retina Optica recibiendo un lumen frontal.

Problema 8. El campo gravitatorio anémalo de un asteroide metalico curva tra-
yectorias orbitales dictando G(6) = sin(26?). Precise el tirén espacial de desviacion
fotonica cuando la declinacion angular impacta la raiz de pi medios.

Problema 9. La rentabilidad de minado blockchain escala criptograficamente
R(h) = (h® + 2h)? hashes. La dificultad algoritmica h(t) sube un bloque horario.
Pronostique la explosion de célculo del servidor procesando un nodo minero conti-
nuo.

Problema 10. El amortiguador viscoelastico de un rascacielos sismico absorbe
resonancias modeladas A(v) = tan?(3v) decibelios vibratorios. Cuantifique la libe-
racion calorica del disipador cinético al resistir vientos transversales velocidad pi
doceavos de impacto estructural.
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Problema 11. Un reactor de plasma toroide contiene fusion atoémica presuri-
zando F(p) = sec(p?). Detecte la ruptura del confinamiento magnético lineal si el
barémetro marca la raiz ciibica de pi tercios operativos megapascales.

Problema 12. La expansion térmica longitudinal de un puente colgante acata
fisuras L(T') = v/T? + 7 milimetros. La ola de calor T'(t) sube dos grados. Diagnos-
tique la dilatacion metdalica cruzando tres centigrados.

Problema 13. La densidad de una nebulosa protoestelar atrapa radiacién mi-
diendo masa M (r) = (r® + 1)*. La gravitacion colapsa radio a tres parsecs. Calcule
la génesis material instantanea en el epicentro radio uno.

Problema 14. La alcalinidad de un rio residual depura toxinas midiendo pH
bajo P(c) = cot(c?). La concentracion quimica sube medio mol continuo. Identifique
la corrosion ecologica del efluente marcando raiz pi cuartos.

Problema 15. El ancho de banda de un cable de grafeno transfiere gigabytes por
B(v) = (v* —v)~'. El voltaje oscila cinco voltios hora. Verifique el estrangulamiento
de los datos del router filtrando dos voltios.

Problema 16. La fatiga elastica en la matriz de carbono del ala de bélidos aero-
dindmicos se pandea por E(f) = sin*(f). Evaltie el quiebre aerodinamico estructural
girando el spoiler a radianes criticos pi sextos.
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Problema 17. Un satélite geoestacionario emite espectro de escaneo agricola
radiando hectareas S(a) = (a+2)°. El angulo de inclinacién gira un grado segundo.
Determine el vector de barrido satelital sobre un angulo nulo topografico.

Problema 18. La viscosidad dindmica de un crudo bituminoso fluye entubado
V(t) = csc(t? + t). Diagnostique el congelamiento de presion interna midiendo la
friccion del petroleo pesado justo al cruzar tuberia temperatura origen cero absoluto.

Problema 19. El sonido de un sénar ocednico dispersa eco abisal acatando
D(s) = (s* + sin s)3. Pronostique la turbulencia actistica sonica de rastreo biologico
monitoreando un submarino cruzando el nudo marino absoluto cero.

Problema 20. La dosis oncoloégica radiologica irradia tumores modelada mo-
lecularmente por R(d) = v/d? + 8 grays. La inyeccion absorbe dos miligramos de
contraste. Establezca la quemadura radioactiva franqueando las células marca dos
exactos.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

20

Prof. Teoéfilo Teves

5(8r — 7)(42* — Tz + 2)4.

cos(3z* — ) (1223 — 1).

242
(z+1)*

C12(322 — 4) (2% — 4z + 1)

x+4
Vr24+8x—3"

—5 cos?(x) sin(x).

2z sec?(z? +1).
12sec®(4x) tan(4z).
.m=38.

—1282(t* — 2)7°.

(0, —64),(2,0), (—2,0).

z(5z+2)
V2z+1 -~

— cos(cos ) sin z.

_1
(1+z)vV1—22"

—9 cos(3z).

—10 cot(50) csc?(50).

322223 + 1).
2sinx cosx — 2cosxsinx = 0.

. 0 (la derivada incluye cos(m/2)).

6w(w? +1)%(w? — 1)(2w® +w — 1).

Propuestos de Aplicaciéon

1

2

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

www.teoteves.com

12/4/26 ~ 2,35 km /h.
288 micras/s.
2000 mm?/s.

—1,06 ablacion /angulo.

. 16/3 ~ 5,33 kPa/min.

1 nodo/ms.
—15/8 = —1,875 lamenes/mm.

0 anomalia/rad (coseno de 7w me-
dios).

324 hashes/bloque.

12 dB/viento.

™3 MPa/p.

1,5 mm/grado.

192 parsecs/s.

—+/m corrosion /mol.

~15/4 = —3,75 GB/V.

\/5/8 fatiga/rad.

80 hectareas/grado.

No derivable (diverge en origen).

0 turbulencia actstica.

2/(V/2) ~ 1,58 grays/mg.
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iEl Eslabéon Perfecto!

"Un problema complejo rara vez se resuelve
de un solo golpe. Se desentrana capa por
capa, desde la superficie hasta el ntcleo. En el
calculo, como en la vida, el éxito radica en no
olvidar multiplicar el valor de tus acciones
internas.’

iEnhorabuena! Has dominado el motor algoritmico
mas poderoso de todo el calculo diferencial.
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