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Teoria: El Poder del Vértice

La forma general de una funcién cuadrética f(z) = az?+bx+c es 1til, pero oculta
la informacion mas importante de la parabola. Para dominar el andlisis grafico y la
optimizacién, utilizamos la forma estandar (o candnica), que expone el vértice a
simple vista.

1. La Forma Estandar

Toda funcién cuadratica puede reescribirse, completando cuadrados, en la
forma:

f(x)=alx—h)?>+k

Donde a # 0. Las constantes h y k son las coordenadas del vértice.

\- J

2. Elementos Geométricos

A partir de la forma estdndar f(z) = a(z — h)? + k, extraemos:

» Vértice: Es el punto critico de la pardbola, ubicado en V'(h, k).

= Eje de Simetria: Es la linea vertical que divide a la parabola en dos
mitades perfectas, su ecuacion es x = h.

J

3. Optimizacion (Maximos y Minimos)

El vértice representa el valor 6ptimo de la funcién (el pico o el fondo).

= Si a > 0: La funcién se abre hacia arriba. El valor minimo es k, y ocurre
cuando x = h.

= Si a < 0: La funcién se abre hacia abajo. El valor maximo es k, y ocurre
cuando x = h.
\ J
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iOjo! El signo de h en
la féormula engana. Si
ves (r —3)% hes3
positivo. Si ves
(r+5)2, hes-5 La
ecuacion original lleva
un menos de fabrica.

>
PROFE TEO

El pardmetro a es el
capitdn del barco. Si
es positivo (a > 0), la
pardbola "sonriez tiene
un minimo. Si es
negativo (a < 0), la
parabola esta "tristez
tiene un maximo.
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a >0 (Minimo en k)

Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Extraccién Basica )

Enunciado: Determine el vértice, eje de simetria y valor extremo de f(z) =
—3(z +5)* + 12.

Solucién: Comparando con a(z — h)? + k: a = =3, h = =5, k = 12.
Vértice: V(—5,12).

Eje de Simetria: z = —5.

Como a < 0, abre hacia abajo. El valor extremo es un maximo de 12.

(" Problema Resuelto 2: Completar el Cuadrado )

Enunciado: Reescriba f(z) = 2? — 8z + 21 a su forma estandar.
Solucién: Agrupamos términos con z: f(z) = (z? — 8z) + 21.

Tomamos la mitad de —8 (que es —4) y la elevamos al cuadrado (16).
Sumamos y restamos 16 dentro del grupo: f(z) = (2% — 8z + 16 — 16) + 21.
Extraemos el —16: f(z) = (z* — 8z + 16) — 16 + 21.

Factorizamos el trinomio: f(z) = (z — 4)* + 5.
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(" Problema Resuelto 3: Completar con Coeficiente a # 1

Enunciado: Lleve a forma estdndar la funcién g(z) = —22% — 122 — 10.
Solucién: Factorizamos el —2 de los términos con z: g(z) = —2(x*+6x) — 10.
Completamos cuadrado: mitad de 6 es 3, al cuadrado es 9.

g(z) = —=2(2® 4+ 62 + 9 — 9) — 10.

El —9 sale multiplicado por —2: g(x) = —2(x + 3)* + 18 — 10.

Forma Estandar: g(z) = —2(z + 3)? + 8.

(" Problema Resuelto 4: Hallar la Ecuacién desde el Vértice

~N

Enunciado: Encuentre la funcién cuadratica en forma estandar cuyo vértice
es (3,—2) y pasa por el punto (5,6).

Solucién: Usamos f(z) = a(z — h)* + k. Sustituimos el vértice: f(z) =
a(z —3)* — 2.

Evaluamos el punto (5,6): 6 = a(5 — 3)* — 2.

6=a(2)?-2 = 6=4a—-2 = 8=4a = a=2.

Funcién: f(z) =2(x —3)* — 2.

(" Problema Resuelto 5: Interceptos con Ejes

Enunciado: Halle los interceptos de f(z) = —(z —4)? + 9.

Solucién: Intercepto Y (z = 0): f(0) = —(0—4)*+9 = —16+9 = —7. Punto:
(0, 7).

Interceptos X (f(z) =0):0=—(z —4)*+9 = (z—4)?=09.

Extraemos raiz: v — 4 = £3.

r=4+3 = x, =7,29=1. Puntos: (1,0) y (7,0).
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Si el coeficiente de 22
no es 1, jfactorizalo
primero! Para

222 + 12z, extrae el 2:
2(2? + 6x). Luego
completa el cuadrado
adentro.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacién 1: Proyectiles )

Contexto: Un cafién lanza un proyectil. Su altura en metros tras ¢ segundos
es h(t) = —5(t — 4)* + 100. Halle la altura méxima y el tiempo exacto para
alcanzarla.

Solucién: La funcién ya estd en forma estandar con a = —5 (abre hacia
abajo, tiene maximo). El vértice es (h, k) = (4, 100).

Respuesta: Alcanza una altura maxima de 100 metros a los 4 segundos.

(" Aplicacién 2: Maximizacién de Ingresos )

Contexto: Una fabrica estima su ganancia diaria en ddlares mediante G(z) =
—2(z — 50)? 4 8000, donde x representa unidades producidas. Determine la
producciéon 6ptima y la ganancia maxima obtenible.

Solucién: Identificamos el vértice de la ecuacién candnica: V (50, 8000).
Respuesta: La produccién 6ptima es fabricar 50 unidades, logrando asi una
ganancia maxima de $8000 diarios.

\ J
(" Aplicacién 3: Optimizacién Agricola )
Contexto: Un granjero cerca un corral rectangular aprovechando un muro
existente. El drea modelada en funcién del ancho x resulta ser A(x) = —2(z —

10)2 + 200. Halle el drea méaxima.
Solucién: La parabola de area tiene coeficiente a = —2 y vértice en (10, 200).

El valor de k£ determina el tope maximo.
Respuesta: El drea maxima posible del corral es 200 unidades cuadradas.

>
PROFE TEO

En problemas de
fisica, el eje X suele
ser tiempo o distancia

(" Aplicacién 4: Arquitectura Estructural h

Contexto: Un arco parabdlico decorativo tiene una altura desde el suelo da-

da por y = —0,5(z — 6)% 4 18, midiendo z en metros desde un pilar lateral. horizontal, y el eje Y
Calcule su altura méxima. la altura. El vértice
Solucién: De la forma estandar, el vértice se ubica en = 6 con una coorde- (h, k) te da ambos
nada vertical k = 18. datos: CUANDO (h) y
. . . CUANTO (k).

Respuesta: La altura maxima en la ctispide del arco decorativo es 18 metros.

. J

(" Aplicacién 5: Rendimiento Energético h

Contexto: Un panel solar genera energia modelada por E(t) = —3(t —12)%+
400 vatios, siendo t la hora del dia en formato 24h. ;A qué hora exacta pro-
duce maxima eficiencia?

Solucién: El vértice de la curva energética es (12,400). El tiempo ¢ que ma-
ximiza la funcion es el valor de h.

Respuesta: La maxima eficiencia energética ocurre exactamente a las 12 : 00
horas.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexion

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico.

1.

10.

Si en la forma f(z) = a(xz — h)? + k, el valor de a aumenta de 2 a 10, jcémo
cambia visualmente la grafica de la parabola?

. Explique por qué el parametro k representa la coordenada z'del vértice. ;Qué

ocurre con el término al cuadrado cuando x = h?

Una funcién cuadratica tiene a < 0y k£ < 0. Sin graficar, jes posible que tenga
raices reales (interceptos con el eje X)7 Justifique.

. Por qué el eje de simetria siempre es x = h y no y = k?

Al completar el cuadrado de 22 + 10z, sumamos 25. ;De dénde proviene este
nimero y por qué garantiza formar un binomio al cuadrado perfecto?

Si el vértice de una pardbola es (4,7) y la gréafica pasa por (2,11), jel valor de
a debe ser positivo o negativo? Argumente geométricamente.

Si una funcién se modela como f(z) = 5(z + 2)* — 1, identifique el error de un
estudiante que afirma que el minimo ocurre en z = 2.

. Qué sucede con el vértice de f(x) = (x — h)? + k si eliminamos el término
cuadratico y solo queda f(z) = k? ;Sigue siendo una parabola?

En un contexto de costos, la funcién es C(x) = 0,5(x — 100)? + 5000. ; Por qué
producir mas de 100 unidades empeora la situacién financiera?

Geométricamente, si el vértice estd en el origen (0,0), jcomo se simplifica la
ecuaciéon de la forma estandar?
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Bloque I'V: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Extraiga el vértice y el eje de simetria de y = 3(x — 7)% + 4.

1. El formato es a(z — h)? + k. Identificamos h cambiando el signo interno:
=

2. Identificamos k conservando el signo exterior: k =

3. Vértice: V( ) ). Eje de simetria: z =

. J

Problema 2. Transforme f(z) = 2% + 6x + 10 a forma estdndar.

1. Agrupa los términos de z. Mitad de 6 es , vy al cuadrado es

2. Suma y resta ese valor: (z% + 6z + — ) + 10.

3. Factoriza el trinomio y simplifica afuera: f(x) = (z + )2+

Problema 3. Halle a si el vértice es (1,2) y pasa por el punto (2,5). ceee >

PROFE TEO
Para hallar ’a’

1. Plantilla con vértice: y = a(x — )2+ : conociendo el vértice y
un punto extra, no

2. Sustituye el punto x =2,y = 5: = af —1)2+2. inventes niimeros.

9 Reemplaza las
3. Resuelve: 5=a(____ )*4+2 = a=____. coordenadas « ¢ y del

punto en la ecuacién y
despeja ’a’ como una
simple ecuacién lineal.

Problemas Generales

Problema 4. Determine el vértice de f(z) = —4(x + 9)% — 15.

Problema 5. Convierta g(z) = 2% — 10z + 30 a su forma estdndar.
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Problema 6. Halle el eje de simetria y valor mdximo de y = —2(x — 6)* + 18.

Problema 7. Halle la forma estdndar si V' (—2,4) y pasa por (0, 12).

Problema 8. Convierta h(x) = 22 + 16x + 25 a forma canonica.

Problema 9. Encuentre los interceptos con el eje X de y = (z — 5)% — 16.

Problema 10. Exprese f(x) = —z*+4x—1 en forma estdndar y halle su vértice.

Problema 11. Halle ¢ si f(z) = 3(x — 2)? + ¢ tiene un valor minimo de —8.

Problema 12. Determine la ecuacion cuadratica estandar cuyo vértice es el
origen y pasa por (3, —27).

Problema 13. Convierta y = %xQ — 4z 4+ 10 a forma estandar.

Problema 14. Halle las raices reales de f(x) = —2(z + 1) + 50.
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Problema 15. Verifique si el punto (4, —1) pertenece a y = —3(z — 2)? + 11.

Problema 16. Transforme p(z) = —3z? — 18z — 20 e identifique su maximo.

Problema 17. Deduzca la forma estandar de la parabola con interceptos en
(2,0)y (8,0), y a = 1.

Problema 18. Si f(x) = a(x — h)?> + k, halle h si el eje de simetria equidista de
las raices x = —4 y x = 10.

Problema 19. Convierta y = —0,12% + 22 — 5 a la forma del vértice.

Problema 20. Halle el dominio y rango de g(z) = 4(x — 3)? — 7.
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacion Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Un clavadista salta con trayectoria h(z) = —2(z — 1)? + 10, en
metros. Calcule su altura maxima y a qué distancia horizontal ocurre.

1. La forma esta dada con a = , indicando concavidad hacia

2. El vértice se halla leyendo h y k: V( : ). 3. Altura maxima:

metros. Distancia horizontal: metros.

Problema 2. Un cable colgante toma la forma y = 0,1(z — 20)? + 5 metros.
Determine la altura minima del cable respecto al suelo.

1. La parabola abre hacia porque a es . 2. Las coorde-
nadas del punto més bajo son ( ). 3. La altura minima es de

metros.

Problema 3. Los ingresos por un producto son I(p) = —5(p — 30)% + 4500.
Determine el precio 6ptimo para maximizar el capital recaudado.

1. La variable independiente p representa el . 2. El vértice de la

pardbola econémica es ( , ). 3. El precio éptimo de venta es $ .

Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. Un dron mapea el terreno descendiendo mediante la curva A(t) =
3(t — 8)? + 15. Determine el punto més bajo del vuelo y el instante.
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Problema 5. El control térmico de un servidor flutiia bajo T'(h) = 0,5(h—14)*+
20 grados centigrados. Especifique la temperatura base minima diaria alcanzada.

Problema 6. La colonia bacteriana decrece exponencialmente modelada cua-
dréticamente como P(t) = 100(¢t — 5)* 4+ 200 especimenes. Calcule la cantidad so-
breviviente mas critica del experimento.

Problema 7. El riel de una montana rusa cae abruptamente siguiendo y =
4(x — 12)? 4+ 2 metros. Halle la cota de seguridad inferior sobre el césped.

Problema 8. Una farmacéutica minimiza su error de dosificacién midiendo va-
rianzas con E(z) = 0,01(z —250)%+0,1. Revele el nivel de miligramos x mds preciso
factible.

Problema 9. El tiro libre balistico cruza el estadio mediante y = —0,02(z —
25)? + 14 metros. Halle la altura cumbre del balén deportivo lanzado.

Problema 10. Un radiotelescopio parabdlico concavo obedece y = 0,05(x —
0)? — 8 metros. Establezca la profundidad focal exacta desde la linea base del borde
exterior.

Problema 11. Los aspersores giran arrojando agua trazando A(x) = —1,5(z —
4)? + 24. Descifre el pico vertical de rociado hidratante en el campo.

Problema 12. El rayo laser corta cristal desvidndose por refraccion R(t) =
2(t — 3)? — 18 milimetros. Especifique el margen negativo maximo penetrado por la
cuchilla luminica.
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Problema 13. La curvatura aerodinamica de los faros vehiculares cumple P(x) =
0,2(z — 5)%. Declare la posicién del vértice emisor focal del bulbo haldgeno.

Problema 14. Un puente tibetano se deforma con pisadas D(z) = 0,15(x —
10)? — 15 centimetros. Verifique la flexién descendente extrema del entramado col-
gante.

Problema 15. El domo boténico subterrdneo perfila y = —0,8(x — 20)? + 320
metros. Cuantifique la altura de la béveda principal central.

Problema 16. El lente de un observatorio espacial concaviza su cristal por
L(z) = 0,001(z —50)? —2,5. Identifique el grosor mas delgado pulido en milimetros.

Problema 17. Un horno solar concentra irradiacion térmica usando T'(z) =
5(x — 2)% + 800 grados. Calcule la radiacién minima operativa del crisol cilindrico.

Problema 18. La gestién logistica aminora gastos de bodega bajo G(q) =
0,25(¢ — 40)? + 1000 divisas. Precise la orden de inventario ¢ perfectamente op-
timizada.
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Problema 19. La eficiencia en quema de diésel responde a C(v) = 0,05(v —
90)? + 4 litros. Demuestre la velocidad vehicular v mds ecoldgica recomendada.

Problema 20. El algoritmo bursatil predice pérdidas con B(t) = 3(t —15)? — 27
puntos. Averigiie el instante critico de mayor caida accionaria del fondo.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

Propuestos de Aplicacion

1. V(7,4),Ejex =7 1. Altura: 10m. Distancia: 1m.
2. f(x)=(z+3)*+1 2. 5 metros.
3.a=3 3. $30.
4. V(-9,-15) 4. Altura 15, t = 8.
5. g(z) = (x —5)?>+5 5. 20°C.
6. v =6, Max = 18 6. 200 bacterias.
7. f(z) =2(x+2)*+4 7. 2 metros.
8. hiz)=2(x+4)* -7 8. 250 miligramos.
9. z=1yx=9 9. 14 metros.
10. f(z) = —(x —2)*+3,V(2,3) 10. —8 metros (profundidad 8).
11. ¢= -8 11. 24 unidades de rociado.
12. y = —322 12. —18 milimetros.
13. y=4(z —4)*+2 13. Posicion (5,0).
4. x=—-6yz= 14. —15 centimetros.
15. Si pertenece. 15. 320 metros.
16. p(z) = =3(x +3)* + 7, Méx =7 16. —2,5 milimetros.
17. y=(x—5)*-9 17. 800 grados.
18. h=3 18. ¢ = 40 unidades.
19. y = —0,1(x — 10)> + 5 19. v =90 km/h (o unidad usada).
20. Dom € R, Ran € [-7, 00) 20. t = 15.
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iLlegaste al Final!

'La vida, como una parabola, tiene sus puntos
mas altos y sus valles mas profundos.
Optimizar no se trata de evitar la curva, sino
de saber exactamente dénde esta tu vértice!

iFelicidades! Has dominado el arte de encontrar el
pico maximo y el fondo absoluto de cualquier modelo
cuadratico. El calculo ahora esta bajo tu control.
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