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Teoría: La Suavidad de las Curvas

En cálculo, solemos estudiar funciones "bien portadas", es decir, aquellas cuyas
grá�cas no presentan cortes ni cambios bruscos de dirección. El teorema principal que
relaciona estos conceptos dicta que la diferenciabilidad implica continuidad,
pero el recíproco no es cierto.

PROFE TEO
½Atención aquí! Piensa
en la continuidad
como no levantar el

lápiz y en la
diferenciabilidad como
no hacer giros bruscos.
Toda curva suave es
continua, pero no toda
curva continua es
suave.

1. El Teorema Fundamental

Si una función f es diferenciable en x = c, entonces f es continua en x = c.

Diferenciabilidad =⇒ Continuidad

Por contraposición, si una función no es continua en c, automáticamente no
es diferenciable en c.

2. ¾Dónde falla la Diferenciabilidad?

Una función continua puede fallar en ser diferenciable en x = c de tres formas
principales:

1. Punto Anguloso (Esquina): Los límites laterales del cociente diferencial
existen, pero son distintos. Ej: f(x) = |x|.

2. Cúspide (Pico): Los límites laterales del cociente diferencial tienden al
in�nito, uno a +∞ y el otro a −∞. Ej: f(x) = x2/3.

3. Tangente Vertical: El límite del cociente diferencial tiende a +∞ o −∞
por ambos lados simultáneamente. Ej: f(x) = x1/3.

PROFE TEO
Si ves una raíz con
índice impar y
exponente menor
adentro (como 3

√
x o

3
√
x2), las alarmas

deben sonar: en la raíz
de su argumento se
esconde un
comportamiento
vertical.

Punto Anguloso
f ′(c−) ̸= f ′(c+)

Cúspide
f ′(c±) = ±∞

Tangente Vertical
f ′(c) = ∞
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Bloque I: 5 Problemas Matemáticos Resueltos

Problema Resuelto 1: El Clásico Punto Anguloso

Enunciado: Determine si f(x) = |x− 2| es diferenciable en x = 2.
Solución: Evaluamos los límites laterales del cociente diferencial en x = 2:
Límite por la derecha (h → 0+):

ĺım
h→0+

|(2 + h)− 2| − 0

h
= ĺım

h→0+

|h|
h

= ĺım
h→0+

h

h
= 1

Límite por la izquierda (h → 0−):

ĺım
h→0−

|(2 + h)− 2| − 0

h
= ĺım

h→0−

|h|
h

= ĺım
h→0−

−h

h
= −1

Como 1 ̸= −1, f ′(2) no existe. Es continua, pero presenta un punto anguloso
en x = 2.

PROFE TEO
Recuerda evaluar
siempre primero la
continuidad. Si una
función da un salto en
x = a, ni te molestes
en buscar la derivada;
matemáticamente ya
está descali�cada.

Problema Resuelto 2: Tangente Vertical

Enunciado: Demuestre que f(x) = 3
√
x no es diferenciable en el origen.

Solución: Planteamos la derivada por de�nición en x = 0:

f ′(0) = ĺım
h→0

3
√
0 + h− 0

h
= ĺım

h→0

h1/3

h
= ĺım

h→0

1

h2/3

Como h → 0, el denominador h2/3 = (h2)1/3 es siempre positivo y se aproxima
a cero. Por tanto, el límite es +∞. La función es continua pero posee una
tangente vertical en x = 0.

Problema Resuelto 3: La Cúspide Matemática

Enunciado: Analice la derivabilidad de f(x) = x2/3 en x = 0.
Solución: Evaluamos en la de�nición de derivada:

f ′(0) = ĺım
h→0

(0 + h)2/3 − 0

h
= ĺım

h→0

h2/3

h
= ĺım

h→0

1

h1/3

Si h → 0+, el límite es +∞. Si h → 0−, el límite es −∞. Como las tangentes
se dirigen hacia in�nito pero con signos opuestos, se forma un "pico.a�lado
conocido geométricamente como cúspide. No es diferenciable.
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Problema Resuelto 4: Parámetros para la Diferenciabilidad

Enunciado: Halle los valores de a y b para que f(x) sea diferenciable en todo
R: f(x) = {ax2 + 1 si x ≤ 1 ; bx− 3 si x > 1}.
Solución: 1. Continuidad en x = 1: f(1) = ĺımx→1+ f(x). a(1)2 + 1 =
b(1)− 3 =⇒ a+ 1 = b− 3 =⇒ b− a = 4. 2. Diferenciabilidad en x = 1:
Derivamos ambos tramos y los igualamos. (ax2 + 1)′ = 2ax. Evaluado en
1 =⇒ 2a. (bx−3)′ = b. Evaluado en 1 =⇒ b. Igualamos derivadas laterales:
2a = b. 3. Sustituimos b = 2a en la primera ecuación: 2a− a = 4 =⇒ a = 4.
Por lo tanto b = 8.

PROFE TEO
Las funciones a trozos
son el terreno de
prueba favorito para
esto. Asegúrate de
igualar los valores
(continuidad) ANTES
de igualar las
derivadas. ½El orden
importa!

Problema Resuelto 5: Continua pero con Angulosidad Discreta

Enunciado: Estudie f(x) = {x2 si x < 0 ; x si x ≥ 0} en x = 0.
Solución: Continuidad: ĺımx→0− x2 = 0 y ĺımx→0+ x = 0. Es continua. Deriva-
bilidad: Derivada lateral izquierda: ĺımx→0−(x

2)′ = ĺımx→0− 2x = 0. Derivada
lateral derecha: ĺımx→0+(x)

′ = 1. Como 0 ̸= 1, la grá�ca empalma en el origen
pero con pendientes distintas. Es un punto anguloso oculto en una función
a trozos.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

Aplicación 1: Dinámica de Colisiones

Contexto: Un péndulo industrial impacta una barrera registrando una posi-
ción p(t) = |t− 5| metros. Demuestre matemáticamente la falla del modelo de
velocidad física al cumplirse exactamente el quinto segundo.
Solución: La velocidad es p′(t). En t = 5, evaluamos el límite del valor ab-
soluto. Límite derecho es 1 m/s, izquierdo es −1 m/s. Respuesta: Existe
un punto anguloso, por ende, aceleración in�nita instantánea indicando un
choque o rebote no diferenciable.

Aplicación 2: Falla de Materiales

Contexto: La deformación estructural de una aleación bajo tensión extrema
sigue la curva σ(ϵ) = ϵ2/3. Veri�que la estabilidad de la tangente de elasticidad
al iniciar la prueba en cero puro.
Solución: Calculamos la derivada σ′(0) = ĺımh→0

h2/3

h
= 1

h1/3 . El límite lateral
derecho va a +∞, el izquierdo a −∞. Respuesta: La aleación experimenta
una cúspide estructural. Falla catastró�ca de rotura frágil inicial.

PROFE TEO
Las cúspides y
tangentes verticales
suelen indicar puntos

de rotura o
transiciones de fase en
modelos físicos y de
ingeniería. Son
singularidades
matemáticas.

Aplicación 3: Óptica de Refracción

Contexto: El índice de refracción de un prisma varía térmicamente según
R(T ) = 3

√
T − 273. Precise el comportamiento de la tasa de variación óptica

exactamente en el cero absoluto Kelvin.
Solución: Al evaluar R′(273) obtenemos ĺımh→0

3√
h

h
= ĺımh→0

1
h2/3 = +∞.

Respuesta: La tasa óptica diverge creando una tangente vertical, sugiriendo
un cambio de fase inmedible.

Aplicación 4: Costos Impositivos Abruptos

Contexto: Un software tributario calcula la retención con I(x) =
{0,1x si x ≤ 100 ; 0,5x − 40 si x > 100}. Evalúe la estabilidad marginal al
declarar exactamente cien monedas.
Solución: Continuidad en 100: 0,1(100) = 10. 0,5(100) − 40 = 10. Es conti-
nua. Diferenciabilidad: derivada lateral izq. es 0,1, derecha es 0,5. Respuesta:
Existe un punto anguloso �scal, generando un salto abrupto en la tasa mar-
ginal.
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Aplicación 5: Propagación de Ondas

Contexto: El per�l transversal de una ola de choque sísmico se modela como
y(x) = x4/5. Indique la naturaleza del pico de la ola en el epicentro coordenado
base cero.
Solución: La derivada es y′(0) = ĺımh→0

h4/5

h
= ĺımh→0

1
h1/5 . El límite cambia

de signo en cero (+∞ y −∞). Respuesta: El epicentro presenta una cúspide
matemática aguda, indicando energía concentrada no derivable.
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Bloque III: 10 Problemas de Re�exión

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento lógico o analítico.

1. El Teorema Fundamental establece que la diferenciabilidad implica continui-
dad. Exponga la prueba lógica mediante el cálculo de ĺımx→c[f(x)− f(c)].

2. Visualice la grá�ca de la función f(x) = 3
√
x. ¾Por qué, a pesar de poder

trazar su grá�ca sin levantar el lápiz en todo R, resulta imposible determinar
su derivada en el origen?

3. En un entorno físico, si la ecuación de velocidad de un objeto presenta un
"punto anguloso.en un tiempo t = c, ¾qué implicaciones físicas inmediatas
sufre la aceleración del cuerpo?

4. Al evaluar funciones a trozos, muchos estudiantes igualan directamente las
derivadas sin veri�car la continuidad. Ilustre con un ejemplo por qué este
método empírico conduce a resultados catastró�cos.

5. Geométricamente, diferencie con precisión el comportamiento de las rectas
tangentes laterales que dan origen a una çúspide"frente a una "tangente ver-
tical".

6. La función f(x) = x sin(1/x) es continua en x = 0 (asignando f(0) = 0). Ar-
gumente empleando la de�nición formal por qué falla drásticamente al intentar
derivarla.

7. Analice la proposición: "Si una función posee tangente vertical en x = a,
entonces su límite lateral en dicho punto es in�nito, lo cual signi�ca que es
discontinua". Encuentre el error conceptual.

8. ¾Es posible que el producto de dos funciones no diferenciables en x = a re-
sulte en una función que sí sea perfectamente diferenciable en dicho punto?
Proponga un contraejemplo.

9. Argumente algebraicamente por qué cualquier polinomio de grado n jamás
exhibirá cúspides, puntos angulosos o tangentes verticales en el dominio de los
números reales.

10. Evalúe el comportamiento de la función compuesta f(x) = | sinx| en los múl-
tiplos enteros de π. ¾Qué rasgo geométrico emerge repetidamente en estos
intervalos?
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matemáticos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Evalúe la diferenciabilidad de f(x) = |x+ 3| en x = −3.

Guía de Solución Interactiva

1. Evaluamos la derivada por la derecha (h → 0+): ĺımh→0+
|−3+h+3|−0

h
=

ĺım |h|
h
= .

2. Evaluamos la derivada por la izquierda (h → 0−): ĺımh→0−
|h|
h
= .

3. Dado que 1 ̸= −1, la función presenta un en x = −3 y no
es derivable.

Problema 2. Determine el comportamiento en x = 1 de g(x) = 3
√
x− 1.

Guía de Solución Interactiva

1. Aplicamos la de�nición de la derivada en x = 1: ĺımh→0

3√1+h−1−0
h

=

ĺımh→0
h1/3

h
= ĺımh→0

1 .

2. Al evaluar h → 0, el denominador h2/3 es siempre , por lo que el
límite tiende a .

3. La función es continua, pero presenta una en x = 1.

PROFE TEO
½Siempre que tengas
que hallar a y b para
empalmar dos curvas,
tendrás un sistema de
dos ecuaciones!
Ecuación 1:
Continuidad. Ecuación
2: Derivadas iguales.

Problema 3. Halle a, b para que f(x) = {ax2 + x si x ≤ 2 ; bx+4 si x > 2} sea
diferenciable.

Guía de Solución Interactiva

1. Igualamos para continuidad en x = 2: a(2)2 + 2 = b(2) + 4 =⇒ 4a + 2 =
+ 4.

2. Derivamos ambos lados e igualamos en x = 2: 2a(2) + 1 = =⇒
4a+ 1 = b.

3. Resolviendo el sistema sustituyendo b: 4a+2 = 2(4a+1)+4 =⇒ a =
y b = .
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Problemas Generales Analíticos

Problema 4. Determine si f(x) = |2x − 4| es derivable en x = 2. Clasi�que el
punto.

Problema 5. Evalúe la diferenciabilidad de f(x) = x4/5 en el origen.

Problema 6. Analice f(x) = 5
√
x en x = 0. ¾Presenta cúspide o tangente

vertical?

Problema 7. Estudie la derivabilidad de f(x) = x|x| en x = 0.

Problema 8. Halle k para que f(x) = {x2 + k si x < 1 ; 2x − 1 si x ≥ 1} sea
diferenciable en todo R.

Problema 9. Demuestre que f(x) = |x2 − 1| tiene puntos angulosos. Indique
cuáles son.

Problema 10. Estudie la función y =
√

|x| en x = 0.

Problema 11. Determine los valores de a, b para empalmar suavemente: f(x) =
{3x− 2 si x ≤ 0 ; ax2 + bx− 2 si x > 0}.

Problema 12. Analice si f(x) = sin |x| es diferenciable en el origen.
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Problema 13. Clasi�que la no derivabilidad de f(x) = (x− 2)2/5 en x = 2.

Problema 14. Halle ç 2"d"para derivabilidad: f(x) = { 1
x
si x < −1 ; cx2 +

d si x ≥ −1}.

Problema 15. Determine si f(x) = x1/3 + x presenta una tangente vertical en
x = 0.

Problema 16. Demuestre que la función signo, sgn(x) = |x|
x
, falla el teorema

principal de diferenciabilidad en x = 0.

Problema 17. Clasi�que la grá�ca de y = (x2 − 4)2/3 en los puntos x = 2 y
x = −2.

Problema 18. Estudie la derivabilidad de f(x) = e−|x| en x = 0.

Problema 19. Halle parámetros m,n: f(x) = {m sinx si x < π ; x2 + n si x ≥
π} para empalme suave.
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Problema 20. Analice rigurosamente la función f(x) = x2 sin(1/x) en x = 0.
(Con f(0) = 0). ¾Es diferenciable?
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicación Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Un brazo robótico articula su giro guiado por la función angular
A(t) = |t−8| radianes. Estudie la continuidad cinemática de la junta de transmisión
electromecánica al llegar exactamente al octavo segundo de ensamblaje productivo.

Guía de Solución Interactiva

1. Evaluamos la continuidad: ĺımt→8 |t− 8| = . Es continua. 2. Derivadas

laterales: por la derecha arroja y por la izquierda . 3. La junta sufre

un , indicando un cambio brusco destructivo en la velocidad.

Problema 2. La fase termodinámica del agua congelada varía volumen regis-
trando V (T ) = 3

√
T . Analice el gradiente de expansión térmica del cristal de hielo

puri�cado evaluando su tasa volumétrica cruzando instantáneamente el grado cero
estricto.

Guía de Solución Interactiva

1. La derivada del volumen modelado resulta ser V ′(T ) = . 2. Al

evaluar T → 0, el denominador positivo aproxima a , provocando diver-
gencia. 3. Físicamente se produce una , mostrando expansión teórica

instantánea in�nita.

Problema 3. Un sintetizador digital procesa onda de diente de sierra S(t) =
t si t ≤ π ; −t + 2π si t > π. Valide la suavidad auditiva de la transición sonora en
la unidad pi.

Guía de Solución Interactiva

1. La continuidad sonora empalma la función con�rmando el valor . 2. La

pendiente espectral lateral izquierda mide y la derecha mide . 3.

Esta asimetría espectral consolida un de onda inarmónico audible.
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. La órbita elíptica de un satélite sufre corrección empuje arrojando
altura H(t) = {5t2 si t ≤ 10 ; 100t− 500 si t > 10}. Certi�que matemáticamente si
los motores impulsaron el fuselaje sin sacudidas asimétricas.

Problema 5. Un cristal piezoeléctrico deforma su red atómica midiendo σ(v) =
v2/5. Diagnostique el colapso estructural de la cerámica sometida a voltaje base nulo
veri�cando el comportamiento de su tangente elástica matricial inicial.

Problema 6. La asimilación celular de nutrientes estalla mediante el índice
metabólico M(c) = c1/3 + c. Veri�que la viabilidad biológica del microorganismo
cultivado cruzando la carencia nutricional nula evaluando tasas biológicas instantá-
neas.

Problema 7. Una viga de hormigón pretensado soporta �exión modelada como
F (x) = |x2 − 16|. Estudie la fatiga interna del cemento armado sometido a tensión
crítica en los puntos de apoyo geolocalizados a cuatro metros.

Problema 8. El enrutador troncal redirige trá�co de datos cuanti�cados D(p) =
{2p si p ≤ 5 ; p2 − 15 si p > 5}. Evalúe si la matriz lógica perdió paquetes de red
cambiando bruscamente algoritmos.

Problema 9. El ángulo de incidencia solar en paneles curvos marca energía
E(θ) = sin |θ|. Determine si el inversor eléctrico quemó fusibles por cambios de
potencia abruptos cuando el sol pasó exactamente el cénit ortogonal nulo.

Problema 10. La viscosidad turbulenta de un �uido no newtoniano se comporta
como V (τ) = (τ−2)4/5. Calcule el colapso de resistencia al corte molecular cizallando
la tubería en el esfuerzo pasante índice dos.
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Problema 11. Un reactor de fusión con�na plasma modelando presión P (v) =
{av2 + b si v ≤ 1 ; 1

v
si v > 1}. Calibre las válvulas paramétricas a, b logrando tran-

sición adiabática suave sin micro-fugas explosivas.

Problema 12. El magnetismo remanente de un disco duro cuántico oscila mi-
diendo �ujo Φ(t) = t|t|. Validar la continuidad de lectura del láser de grabado
superando sin interrupciones la barrera de tiempo basal cero.

Problema 13. La densidad óptica de refracción atmosférica desciende marcan-
do O(z) = e−|z|. Certi�que el parpadeo astrofotográ�co estelar experimentado por
telescopios enfocando el cénit espacial al cruzar altitud cero teórica.

Problema 14. La depreciación algorítmica de activos digitales computa D(x) =√
|x− 5|. Estipule el colapso �nanciero del derivado bursátil programado al cotizar

exactamente cinco dólares en mercados europeos descentralizados.

Problema 15. Una turbina eólica marina frena aerodinámicamente per�lando
W (v) = v 3

√
v. Compruebe la tensión rotacional uniforme de las aspas compuestas

de �bra afrontando estancamiento eólico perfecto calibrado nulo.

Problema 16. El recuento linfocítico en pacientes inmunodeprimidos decrece
L(d) = {d2 si d ≤ 3 ; 6d − 9 si d > 3}. Analice clínicamente si la caída de glóbulos
blancos registra un shock sistémico brusco.
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Problema 17. La conductividad acústica de poliestireno insonorizado aísla deci-
belios A(f) = f 2/3+5. Precise el quiebre de bloqueo sonoro del material absorbente
expuesto a frecuencias de onda de prueba bajadas a cero hercios absolutos.

Problema 18. El radar Doppler capta tornados midiendo rotación R(d) = |d3−
d|. Identi�que todas las brechas de datos de viento generados en las coordenadas de
intersección del software de triangulación geométrica espacial.

Problema 19. La tasa de polimerización de kevlar antibalas mide resistencia
K(t) = {mt2 + t si t ≤ 2 ; nt − 1 si t > 2}. Fije los químicos m,n garantizando un
tejido trenzado continuo irrompible.

Problema 20. El escudo calórico de transbordadores acumula plasma ablación
marcando calor Q(x) = (x−100)3/5. Detecte la falla estructural de �sura asimétrica
al sobrepasar la barrera crítica centígrada de cien grados friccionales.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matemáticos

1. Pto. Anguloso, Derivadas: 1 y −1.

2. Tangente Vertical. Derivada →
+∞.

3. Cúspide. Límites a ±∞.

4. Pto. Anguloso. 2 y −2.

5. Cúspide en x = 0.

6. Tangente Vertical. (Exponente im-
par 1/5).

7. Derivable en x = 0. f ′(0) = 0.

8. k = 0 (Continua y 2x = 2).

9. Puntos angulosos en x = 1 y x =
−1.

10. Cúspide (In�nita en 0).

11. a cualquiera, b = 3.

12. Pto. Anguloso en 0. (1 y −1).

13. Cúspide en x = 2.

14. c = 1/2, d = −3/2.

15. Sí, Tangente Vertical.

16. No derivable (es discontinua, salto).

17. Cúspides en x = ±2.

18. Pto. Anguloso en 0.

19. m = −2π, n = −π2.

20. Sí es derivable, f ′(0) = 0.

Propuestos de Aplicación

1. 0, 1 y −1, Punto Anguloso.

2. 1/(3T 2/3), 0, Tangente Vertical.

3. π, 1 y −1, Punto Anguloso.

4. Sí, derivadas en 10 son iguales
(100).

5. Cúspide (límite in�nito). Falla ce-
rámica.

6. Tangente vertical. Diverge en c =
0.

7. Punto anguloso en x = 4. Fatiga de
salto.

8. Salto de 10 → 10 (continua), 2 →
10 (quiebre).

9. Punto anguloso (1 y −1). Fusibles
fundidos.

10. Cúspide en τ = 2. Colapso viscoso.

11. a = −0,5, b = 1,5. Transición sua-
ve.

12. Derivable en 0. Lectura continua
perfecta.

13. Punto anguloso. Parpadeo estelar
brusco.

14. Tangente vertical asimétrica. Co-
lapso bursátil.

15. Derivable. Tensión uniforme per-
fecta.

16. Continua y derivadas iguales (6).
Sin shock.

17. Cúspide in�nita. Quiebre de blo-
queo sonoro.

18. Puntos angulosos en 0, 1,−1.

19. m = 1, n = 5. Tejido continuo
irrompible.

20. Tangente vertical en 100. Fisura es-
tructural.
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½Flujo sin Quiebres!

'La perseverancia pura asegura que te
mantengas en el camino (continuidad), pero
es tu capacidad para moldearte y adaptarte
sin resistencia lo que te permite avanzar con
velocidad hacia el futuro (diferenciabilidad).'

- La geometría de la suavidad

½Excelente trabajo analítico! Has aprendido a
identi�car la diferencia vital entre simplemente
conectar puntos y crear verdaderas rutas �uidas.
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