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Teoria: La Suavidad de las Curvas

En céalculo, solemos estudiar funciones "bien portadas", es decir, aquellas cuyas
graficas no presentan cortes ni cambios bruscos de direccion. El teorema principal que
relaciona estos conceptos dicta que la diferenciabilidad implica continuidad,
pero el reciproco no es cierto.

1. El Teorema Fundamental

Si una funciéon f es diferenciable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.
Diferenciabilidad = Continuidad

Por contraposicion, si una funcién no es continua en ¢, automaticamente no

% es diferenciable en c. )

2. ;Dénde falla la Diferenciabilidad?

Una funciéon continua puede fallar en ser diferenciable en x = ¢ de tres formas
principales:

1. Punto Anguloso (Esquina): Los limites laterales del cociente diferencial
existen, pero son distintos. Ej: f(x) = |z|.

2. Cuspide (Pico): Los limites laterales del cociente diferencial tienden al
infinito, uno a +oo y el otro a —oo. Ej: f(z) = 2?/3.

3. Tangente Vertical: El limite del cociente diferencial tiende a +00 0 —oc0
por ambos lados simultdneamente. Ej: f(z) = z'/3.

Punto Anguloso Cuspide /
fr(e™) # f'(eh) f/(e*) = +oo E
Tangente Vertical
f'(c) =00

Y
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jAtencion aqui! Piensa
en la continuidad
como no levantar el
lapiz y en la
diferenciabilidad como
no hacer giros bruscos.
Toda curva suave es
continua, pero no toda
curva continua es
suave.

>
PROFE TEO

Si ves una raiz con
indice impar y
exponente menor
adentro (como /z o
V?), las alarmas
deben sonar: en la raiz
de su argumento se
esconde un
comportamiento
vertical.
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: El Clasico Punto Anguloso

Enunciado: Determine si f(z) = |z — 2| es diferenciable en x = 2.
Solucién: Evaluamos los limites laterales del cociente diferencial en x = 2:
Limite por la derecha (h — 07):

o @2+h)—2(-0_ . A . h

1 — lim Y = jim 2 =1
B0 h hoot B hoot R

Limite por la izquierda (h — 07):

. |2+h)=2[-0 ,
| =] — =1 — =1
hilélf h hiﬂ)ﬂf h hi%lf h

Como 1 # —1, f/(2) no existe. Es continua, pero presenta un punto anguloso
en r = 2.

J

(" Problema Resuelto 2: Tangente Vertical

Enunciado: Demuestre que f(z) = /z no es diferenciable en el origen.
Solucién: Planteamos la derivada por definicién en z = 0:

Como h — 0, el denominador h%® = (h?)!/3 es siempre positivo y se aproxima
a cero. Por tanto, el limite es +00. La funcién es continua pero posee una
tangente vertical en z = 0.

(" Problema Resuelto 3: La Cuspide Matematica

Enunciado: Analice la derivabilidad de f(z) = 2%/3 en x = 0.
Solucién: Evaluamos en la definiciéon de derivada:
T (U O R U e |
FO=m ™~ e
Si h — 07, el limite es +oo. Si A — 07, el limite es —oo. Como las tangentes
se dirigen hacia infinito pero con signos opuestos, se forma un "pico.2filado
conocido geométricamente como ctspide. No es diferenciable.

J
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Recuerda evaluar
siempre primero la
continuidad. Si una
funcion da un salto en
r = a, ni te molestes
en buscar la derivada;
matematicamente ya
esté descalificada.
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(" Problema Resuelto 4: Parametros para la Diferenciabilidad

Enunciado: Halle los valores de a y b para que f(z) sea diferenciable en todo
R: f(z) ={az? +1siz<1;bx—3siz>1}.

Solucién: 1. Continuidad en » = 1: f(1) = lim,_,1+ f(z). a(1)? +1 =
b(l) -3 = a+1=0b—3 = b—a =4. 2. Diferenciabilidad en z = 1:
Derivamos ambos tramos y los igualamos. (az? + 1) = 2ax. Evaluado en
1 = 2a. (bx —3)" = b. Evaluado en 1 = b. Igualamos derivadas laterales:
2a = b. 3. Sustituimos b = 2a en la primera ecuacion: 2a —a =4 — a = 4.
Por lo tanto b = 8.

(" Problema Resuelto 5: Continua pero con Angulosidad Discreta

Enunciado: Estudie f(z) = {2?siz <0;zsiz>0}enz=0.

Solucién: Continuidad: lim,_,o- 22 = 0 y lim,_,¢+ z = 0. Es continua. Deriva-
bilidad: Derivada lateral izquierda: lim,_o- (2?)" = lim,_o- 2z = 0. Derivada
lateral derecha: lim, o+ (z)" = 1. Como 0 # 1, la grafica empalma en el origen
pero con pendientes distintas. Es un punto anguloso oculto en una funcién
a trozos.
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Las funciones a trozos
son el terreno de
prueba favorito para
esto. Asegurate de
igualar los valores
(continuidad) ANTES
de igualar las
derivadas. jEl orden
importa!
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Dinamica de Colisiones )

Contexto: Un péndulo industrial impacta una barrera registrando una posi-
cion p(t) = |t — 5] metros. Demuestre matematicamente la falla del modelo de
velocidad fisica al cumplirse exactamente el quinto segundo.

Solucién: La velocidad es p/(t). En t = 5, evaluamos el limite del valor ab-
soluto. Limite derecho es 1 m/s, izquierdo es —1 m/s. Respuesta: Existe
un punto anguloso, por ende, aceleracion infinita instantanea indicando un
choque o rebote no diferenciable.

~
J

Aplicacién 2: Falla de Materiales

Contexto: La deformacion estructural de una aleacion bajo tension extrema
sigue la curva o(€) = €2/3. Verifique la estabilidad de la tangente de elasticidad
al iniciar la prueba en cero puro.

Solucién: Calculamos la derivada o’(0) = limy_, % = 7. El limite lateral
derecho va a +o00, el izquierdo a —oo. Respuesta: La aleacion experimenta
una cuspide estructural. Falla catastrofica de rotura fragil inicial.

\_ J
>
- - N PROFE TEO
Aplicacién 3: Optica de Refraccion Las ctspides y

.- ., . 3 L. 3 tangentes verticales
Contexto: El indice de refracciéon de un prisma varia térmicamente segin suelen indicar puntos

R(T) = v/T — 273. Precise el comportamiento de la tasa de variacion optica de rotura o

exactamente en el cero absoluto Kelvin. , transiciones de fase en
Solucién: Al evaluar R'(273) obtenemos limy, g ‘/TE = limy,_0 # = +4o00. TnOde_los,ﬁSlSCOS y de
Respuesta: La tasa optica diverge creando una tangente vertical, sugiriendo ;Tf;ﬁll;fiza dgsn

| cambio de fase inmedible. ) matematicas.

(" Aplicacion 4: Costos Impositivos Abruptos )

Contexto: Un software tributario calcula la retencion con [(x) =
{0,1z si z < 100; 0,5z — 40 si x > 100}. Evaltie la estabilidad marginal al
declarar exactamente cien monedas.

Solucién: Continuidad en 100: 0,1(100) = 10. 0,5(100) — 40 = 10. Es conti-
nua. Diferenciabilidad: derivada lateral izq. es 0,1, derecha es 0,5. Respuesta:
Existe un punto anguloso fiscal, generando un salto abrupto en la tasa mar-
ginal.
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(" Aplicacion 5: Propagaciéon de Ondas )

Contexto: El perfil transversal de una ola de choque sismico se modela como
y(x) = 2%/5. Indique la naturaleza del pico de la ola en el epicentro coordenado
base cero.

Solucién: La derivada es y/(0) = limy,_o ih/s = limy,_, # El limite cambia
de signo en cero (+0o0 y —o0). Respuesta: El epicentro presenta una cuspide

matematica aguda, indicando energia concentrada no derivable.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

El Teorema Fundamental establece que la diferenciabilidad implica continui-
dad. Exponga la prueba logica mediante el calculo de lim,_.[f(x) — f(c)].

. Visualice la grafica de la funcion f(z) = </x. ;Por qué, a pesar de poder

trazar su grafica sin levantar el lapiz en todo R, resulta imposible determinar
su derivada en el origen?

En un entorno fisico, si la ecuaciéon de velocidad de un objeto presenta un
"punto anguloso.®® un tiempo t = ¢, ;qué implicaciones fisicas inmediatas
sufre la aceleraciéon del cuerpo?

. Al evaluar funciones a trozos, muchos estudiantes igualan directamente las

derivadas sin verificar la continuidad. Ilustre con un ejemplo por qué este
método empirico conduce a resultados catastroficos.

Geométricamente, diferencie con precision el comportamiento de las rectas
tangentes laterales que dan origen a una cuspide"frente a una "tangente ver-
tical".

La funcion f(z) = xsin(l/x) es continua en = = 0 (asignando f(0) = 0). Ar-
gumente empleando la definiciéon formal por qué falla drasticamente al intentar
derivarla.

Analice la proposiciéon: "Si una funcién posee tangente vertical en z = a,
entonces su limite lateral en dicho punto es infinito, lo cual significa que es
discontinua'". Encuentre el error conceptual.

.Es posible que el producto de dos funciones no diferenciables en x = a re-
sulte en una funcién que si sea perfectamente diferenciable en dicho punto?
Proponga un contraejemplo.

Argumente algebraicamente por qué cualquier polinomio de grado n jamaés
exhibiré cuispides, puntos angulosos o tangentes verticales en el dominio de los
ntimeros reales.

Evalie el comportamiento de la funciéon compuesta f(x) = |sinz| en los mul-
tiplos enteros de m. ;Qué rasgo geométrico emerge repetidamente en estos
intervalos?
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Evalte la diferenciabilidad de f(z) = |z 4 3| en 2z = —3.

1. Evaluamos la derivada por la derecha (h — 07): limy, o+ w =
P I
lim 7 = .
2. Evaluamos la derivada por la izquierda (h — 07): limy,_,o- % =
3. Dado que 1 # —1, la funcién presenta un en r = —3 y no
es derivable.
. J
Problema 2. Determine el comportamiento en x = 1 de g(z) = vz — 1.

1. Aplicamos la definicion de la derivada en =z = 1: lim;,_. B—Vl“}:l_o =
iy, o 222 = limy,
2. Al evaluar h — 0, el denominador h?/? es siempre , por lo que el
limite tiende a
3. La funcién es continua, pero presenta una enz = 1.

J

\

Problema 3. Halle a,b para que f(z) = {az? +x si x < 2; bx+4 si x > 2} sea
diferenciable.

1. Igualamos para continuidad en = = 2: a(2)?+2 =b(2) +4 = 4a+2 =

+ 4.
2. Derivamos ambos lados e igualamos en z = 2: 2a(2) + 1 = —
da+1=0.

3. Resolviendo el sistema sustituyendo b: 4a+2 = 2(4a+1)+4 = a =
yb=__ .

.

\\

[04]
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iSiempre que tengas
que hallar a y b para
empalmar dos curvas,
tendrés un sistema de
dos ecuaciones!
Ecuacion 1:
Continuidad. Ecuacién
2: Derivadas iguales.
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Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Determine si f(z) = |22 — 4] es derivable en z = 2. Clasifique el
punto.

Problema 5. Evalie la diferenciabilidad de f(z) = 2%/® en el origen.

Problema 6. Analice f(z) = /z en x = 0. ;Presenta cispide o tangente
vertical?

Problema 7. Estudie la derivabilidad de f(z) = z|z| en x = 0.

Problema 8. Halle k para que f(z) = {z* + ksixz < 1;2x —1siz > 1} sea
diferenciable en todo R.

Problema 9. Demuestre que f(z) = |2*> — 1| tiene puntos angulosos. Indique
cudles son.

Problema 10. Estudie la funcion y = /|z| en 2 = 0.

Problema 11. Determine los valores de a, b para empalmar suavemente: f(z) =
{3z —2six<0; az®+ bx — 2 si z > 0},

Problema 12. Analice si f(z) = sin|z| es diferenciable en el origen.
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Problema 13. Clasifique la no derivabilidad de f(z) = (v —2)%*° en 2 = 2.

Problema 14. Halle ¢z "d"para derivabilidad: f(z) = {siz < —1; ca? +
dsix>—1}.

Problema 15. Determine si f(z) = 2'/3 + x presenta una tangente vertical en
x = 0.

Problema 16. Demuestre que la funcion signo, sgn(z) = ‘i—l, falla el teorema
principal de diferenciabilidad en z = 0.

Problema 17. Clasifique la grifica de y = (22 — 4)*2 en los puntos © = 2 y
T =—2.

Problema 18. Estudie la derivabilidad de f(z) = e7*l en 2 = 0.

Problema 19. Halle parametros m,n: f(z) = {msinzsiz < 7; 2>+ nsiz >
7} para empalme suave.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 10
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Problema 20. Analice rigurosamente la funcion f(z) = z?sin(1/z) en z = 0.
(Con f(0) = 0). {Es diferenciable?

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 11
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Un brazo robético articula su giro guiado por la funcién angular
A(t) = |t — 8| radianes. Estudie la continuidad cinematica de la junta de transmision
electromecanica al llegar exactamente al octavo segundo de ensamblaje productivo.

1. Evaluamos la continuidad: lim,_,g [t — 8| = . Es continua. 2. Derivadas

laterales: por la derecha arroja y por la izquierda . 3. La junta sufre

un , indicando un cambio brusco destructivo en la velocidad.

Problema 2. La fase termodinamica del agua congelada varfa volumen regis-
trando V(T) = v/T. Analice el gradiente de expansion térmica del cristal de hielo
purificado evaluando su tasa volumétrica cruzando instantdneamente el grado cero
estricto.

1. La derivada del volumen modelado resulta ser V'(T') = .20 Al
evaluar T" — 0, el denominador positivo aproxima a , provocando diver-
gencia. 3. Fisicamente se produce una , mostrando expansion teorica

instantanea infinita.

Problema 3. Un sintetizador digital procesa onda de diente de sierra S(t) =
tsit <m;—t+2msit>mn Valide la suavidad auditiva de la transicién sonora en
la unidad pi.

1. La continuidad sonora empalma la funcion confirmando el valor . 2. La

pendiente espectral lateral izquierda mide y la derecha mide . 3.

Esta asimetria espectral consolida un de onda inarmoénico audible.
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. La oOrbita eliptica de un satélite sufre correccion empuje arrojando
altura H(t) = {5t* si t < 10; 100t — 500 si t > 10}. Certifique matematicamente si
los motores impulsaron el fuselaje sin sacudidas asimétricas.

Problema 5. Un cristal piezoeléctrico deforma su red atomica midiendo o(v) =
v?/°. Diagnostique el colapso estructural de la ceramica sometida a voltaje base nulo
verificando el comportamiento de su tangente eldstica matricial inicial.

Problema 6. La asimilacion celular de nutrientes estalla mediante el indice
metabolico M(c) = ¢'/? + ¢. Verifique la viabilidad biologica del microorganismo
cultivado cruzando la carencia nutricional nula evaluando tasas biologicas instanta-
neas.

Problema 7. Una viga de hormigén pretensado soporta flexion modelada como
F(z) = |2* — 16|. Estudie la fatiga interna del cemento armado sometido a tension
critica en los puntos de apoyo geolocalizados a cuatro metros.

Problema 8. El enrutador troncal redirige trafico de datos cuantificados D(p) =
{2psip < 5;p* —15si p > 5}. Evaltie si la matriz logica perdié paquetes de red
cambiando bruscamente algoritmos.

Problema 9. El angulo de incidencia solar en paneles curvos marca energia
E(f) = sin|0|. Determine si el inversor eléctrico quemé fusibles por cambios de
potencia abruptos cuando el sol pasd exactamente el cénit ortogonal nulo.

Problema 10. La viscosidad turbulenta de un fluido no newtoniano se comporta
como V(1) = (1—2)*°. Calcule el colapso de resistencia al corte molecular cizallando
la tuberia en el esfuerzo pasante indice dos.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 13
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Problema 11. Un reactor de fusion confina plasma modelando presion P(v) =
{av* +bsiv<1; % si v > 1}. Calibre las valvulas paramétricas a, b logrando tran-
sicion adiabatica suave sin micro-fugas explosivas.

Problema 12. El magnetismo remanente de un disco duro cuantico oscila mi-
diendo flujo ®(¢) = t|t|. Validar la continuidad de lectura del laser de grabado
superando sin interrupciones la barrera de tiempo basal cero.

Problema 13. La densidad 6ptica de refraccién atmosférica desciende marcan-
do O(z) = e7?l. Certifique el parpadeo astrofotografico estelar experimentado por
telescopios enfocando el cénit espacial al cruzar altitud cero teodrica.

Problema 14. La depreciacion algoritmica de activos digitales computa D(z) =
\/|x — 5]. Estipule el colapso financiero del derivado bursatil programado al cotizar
exactamente cinco dolares en mercados europeos descentralizados.

Problema 15. Una turbina eélica marina frena aerodindmicamente perfilando
W(v) = v/v. Compruebe la tension rotacional uniforme de las aspas compuestas
de fibra afrontando estancamiento eodlico perfecto calibrado nulo.

Problema 16. El recuento linfocitico en pacientes inmunodeprimidos decrece
L(d) = {d? sid < 3; 6d — 9 si d > 3}. Analice clinicamente si la caida de globulos
blancos registra un shock sistémico brusco.
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Problema 17. La conductividad acustica de poliestireno insonorizado aisla deci-
belios A(f) = f2/3+5. Precise el quiebre de bloqueo sonoro del material absorbente
expuesto a frecuencias de onda de prueba bajadas a cero hercios absolutos.

Problema 18. El radar Doppler capta tornados midiendo rotacion R(d) = |d® —
d|. Identifique todas las brechas de datos de viento generados en las coordenadas de
interseccion del software de triangulacién geométrica espacial.

Problema 19. La tasa de polimerizacién de kevlar antibalas mide resistencia
K(t)={mt* +tsit <2;nt—1sit>2}. Fijelos quimicos m,n garantizando un
tejido trenzado continuo irrompible.

Problema 20. El escudo calérico de transbordadores acumula plasma ablacion
marcando calor Q(x) = (x —100)%/°. Detecte la falla estructural de fisura asimétrica
al sobrepasar la barrera critica centigrada de cien grados friccionales.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Prof.

. Tangente Vertical.

. Pto. Anguloso, Derivadas: 1 y —1.

Derivada —
+00.

Cuspide. Limites a 4o0.

. Pto. Anguloso. 2 y —2.

Cuspide en x = 0.

Tangente Vertical. (Exponente im-
par 1/5).

Derivable en x = 0. f/(0) = 0.

k =0 (Continua y 2z = 2).

Propuestos de Aplicaciéon

1.
2.
3.

0, 1 y —1, Punto Anguloso.
1/(3T%?), 0, Tangente Vertical.
m, 1y —1, Punto Anguloso.

Si, derivadas en 10 son iguales
(100).

Cuspide (limite infinito). Falla ce-
ramica.

. Tangente vertical. Diverge en ¢ =

0.

Punto anguloso en x = 4. Fatiga de
salto.

Salto de 10 — 10 (continua), 2 —
10 (quiebre).

Punto anguloso (1 y —1). Fusibles
fundidos.

. Puntos angulosos en z = 1y x =  10. Caspide en 7 = 2. Colapso viscoso.

—1.

11. a = —0,5,b = 1,5. Transicién sua-

e.

Cuspide (Infinita en 0). v

12. Derivable en 0. Lectura continua
a cualquiera, b = 3. perfecta.

13. Punto anguloso. Parpadeo estelar
Pto. Anguloso en 0. (1 y —1). brusco.
Cuspide en z = 2. 14. Tangente Vgrtical asimétrica. Co-

lapso bursatil.
c=1/2,d=-3/2. 15. Derivable. Tensién uniforme per-
fecta.
Sf, Tangente Vertical. 16. Continua y derivadas iguales (6).
) ) i Sin shock.

No derivable (es discontinua, salto).

17. Caspide infinita. Quiebre de blo-
Cuspides en x = +2. queo Sonoro.

18. Puntos angulosos en 0,1, —1.
Pto. Anguloso en 0.

19. m = 1,n = 5. Tejido continuo
o 9 — 2 irrompible.

20. Tangente vertical en 100. Fisura es-
Si es derivable, f'(0) = 0. tructural.
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iFlujo sin Quiebres!

'La perseverancia pura asegura que te
mantengas en el camino (continuidad), pero
es tu capacidad para moldearte y adaptarte
sin resistencia lo que te permite avanzar con
velocidad hacia el futuro (diferenciabilidad).’

iExcelente trabajo analitico! Has aprendido a
identificar la diferencia vital entre simplemente
conectar puntos y crear verdaderas rutas fluidas.
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