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Teoria: Despejando Angulos

Las funciones trigonométricas inversas (o arco-funciones) nos devuelven el an-
gulo cuando conocemos la proporcién de los lados de un tridngulo. Para hallar
sus derivadas, no necesitamos memorizar formulas de la nada; podemos deducirlas

usando derivacion implicita y geometria béasica de tridngulos rectangulos.

1. Deducciéon Analitica del arcsin(z)

Si y = arcsin(z), por definicion esto equivale a decir que sin(y) = = (con

y € [—7/2,m/2]). Derivamos ambos lados implicitamente respecto a x:
1

Y4 =1 e b =
cos(y) - y V= o)

Sabemos que sin®(y) + cos?(y) = 1. Despejando cos(y) obtenemos cos(y) =
+4/1 —sin®(y). En el intervalo del arcsin, el coseno es positivo, por lo que:
cos(y) = V1 — x2.

, 1

Y

Yy ]
V1 —x2

Triangulo para y = arcsin(z)

2. Formulario Maestro con Regla de la Cadena

Si u = g(x) es una funcion derivable, sus derivadas inversas son:

u/
1—u?

= Llarcsinu] = (Para arc cos u, anade un signo negativo).

ul

= (Para arccot u, afiade un signo negativo).

4 larctan u) =
Ul

|u|vVu2—1

[arcsec u] = (Para arccsc u, anade un signo negativo).

d
dx

J
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jAtencion! arcsin(z)
NO es lo mismo que
(sinz)~!. Lo primero
devuelve un angulo; lo
segundo es la
cosecante csc(x). Es el
error de notacién més
tragico en calculo.

>
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El método del
tridngulo es
brutalmente efectivo.
Dibujas tu tridngulo,
ubicas el angulo vy,
usas Pitagoras para el
lado faltante, jy lees la
razon trigonométrica
directamente!

>
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Nota el valor absoluto
en la derivada de la
secante inversa (|ul).
Es fundamental para
garantizar que la
pendiente concuerde
con el dominio
restringido de la
funcion real.


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Argumento Cuadratico h
Enunciado: Calcule la derivada de y = arcsin(3z?). Solucién: Identificamos
u = 322, Su derivada es v’ = 6x. Aplicamos la féormula del arcoseno:
, U 6x
Y V1i—u? /1 —(322)2
Respuesta: ¢ = 16+9z4.

\. J
(" Problema Resuelto 2: Exponencial Anidada )
Enunciado: Obtenga f'(x) si f(z) = arctan(e**). Soluciéon: Aqui u =

e?* = ' = 2¢?®. Usamos la formula del arcotangente:
u 2€2m
f'(w) = 2 — 272
1+u? 14 (e*)
Respuesta: f'(z) = ffi:z
. J
(" Problema Resuelto 3: Combinacion y Simplificacion )
Enunciado: Derive y simplifique al maximo y = x arc cos(z)—+v/1 — 2. Solu-
cién: Aplicamos regla del producto en el primer término y regla de la cadena
en el radical:
y = |(1)arccos(z) +x St | [(1- :c2)1/2]
V1— a2 dx
/ z 1 2\—1/2
y' = arccos(z) Vi 2( )73 (=2x)
" = arccos(z) SR
Y V=22 1 —22
Los tltimos dos términos se cancelan. Respuesta: y' = arc cos(z).

\ y,
(" Problema Resuelto 4: Cuidado con la Arcosecante )
Enunciado: Halle la derivada de y = arcsec(Inz) para x > e. Solucién: El
argumento es u = lnx — o = % Como = > e, Inx > 1, por lo tanto el

valor absoluto |In x| es simplemente In .
;L u’ B 1/x
Y lulvut—1 (Inz)y/(Inz)? -1
R tary = —A——.
espuesta: y zlnzy/In? z—1
. J
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(" Problema Resuelto 5: Implicita con Inversas ) e
Las simplificaciones
. . dy algebraicas donde todo
Enunciado: Determine 9% evaluada en (1,1) para arctan(y/z) = zy — 1. un término radical se
Solucién: Derivamos ambos lados implicitamente. Para el argumento y/x cancela (como en el
usamos cociente: problema 3) son stper
comunes en integrales.
1 y'r —y(1) , iAcabas de demostrar
) =Ly +ay una formula de
1+ (y/x)? a?

integracion!

Simplificando el lado izquierdo, multiplicando numerador y denominador por

x2:

zy —y :
= Y — _|_ €T
x? 4 12 gy
Evaluamos directamente en x = 1,y = 1 antes de despejar para facilitar:
1y — 1 y —1
- =141y = =1+
12 +12 M Y

y—1=2+42) = -3=14¢

Respuesta: % W = —3.
1,1
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Seguimiento Orbital )

Contexto: Un telescopio a nivel del suelo rastrea un cohete que sube a 500
m/s y estd a 2000 m de la estacion. Calcule el ritmo de elevacion angular
cuando el cohete cruza los 3000 metros de altura absoluta.

Solucién: El angulo es § = arctan(h/2000). Derivamos: % = W : ﬁ.

Con h = 3000 y h' = 500: % = 7555 - 3006 = 355 - 0,25 = 13- Respuesta:
1/13 rad/s.

r
\_

(" Aplicacién 2: Friccion de Escalera h

Contexto: Una escalera de cinco metros resbala apoyada contra un muro. Su
base se aleja a 0,2 m/s. Determine la tasa de colapso del angulo base contra
el suelo cuando la parte inferior dista tres metros horizontales.

—1

Solucioén: cosf = z/5 = 0 = arccos(z/5). % = Vo "%' Con x = 3,

r_09 4 _ -1 02 _ -1 - _ . _
=02 & = Jiem 5 17 0,04 = —0,05. Respuesta: Cae a —0,05
rad/s.
\_ J
>
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(" Aplicacion 3: Rotacion de Faro )

En fisica aplicada,
arctan es la estrella
indiscutible. Cada vez
que tienes un

Contexto: Un faro emite un haz luminoso a 100 metros rectos de la costa.
El punto brillante avanza por la arena costera a 15 m/s. Estime la velocidad

angular interna del sistema reflector alcanzando doscientos metros iluminados. observador estético
ion: 0 = o _ 1 2 - I — 15 i
Solucién: 6 = arctan(x/100). & = Tm0E  i00- Yara @ = 200, ' = 15: viendo algo moverse

perpendicularmente a
su linea de vision,
iPum!, surge una
derivada arcotangente.

@ — 1% =1-0,15=0,03. Respuesta: Gira a 0,03 rad/s.

(" Aplicacion 4: Intercepciéon Radar )

Contexto: Un caza furtivo sobrevuela rasante un radar estacionario a diez
kilometros de altitud cruzando a 800 km/h horizontales. Determine la veloci-
dad de declinacion del seguimiento angular evaluando la nave a diez kilémetros
distantes proyectados terrestres.

Solucién: § = arccot(z/10). ¥ = m & Con z = 10, 2/ = 800:

@ — % - 80 = —40. Respuesta: Declina a —40 rad /h.
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(" Aplicacion 5: Tiro Parabolico Tactico

Contexto: Un canoén electromagnético pivota apuntando objetivos. Un dron
de entrenamiento eleva vuelo marcando altura h(t) = 4t2. Calcule el giro de
compensacion del canén localizado a ochenta metros frontales transcurriendo
exactamente el segundo cinco.

Solucién: § = arctan(4t?/80) = arctan(¢?/20). % = m -2t Con t =5
e __ 1 10 1 _ 16 1 R :
a m "90 — 1+2—5/16 . 0,5 =1 3 Respuesta. Gira a 8/41 rad/s.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

Analice por qué la derivada de arcsin(x) y arc cos(x) son idénticas salvo por un
signo negativo. ;Qué identidad trigonométrica vincula ambas funciones para
explicar este fenémeno geométricamente?

Observe que la derivada del arcoseno posee una restriccion implicita de domi-
nio. Explique analiticamente qué sucede con la pendiente de la recta tangente
en los extremos r =1y x = —1.

El dominio real de arcsec(x) requiere que || > 1. Deduzca mediante el trian-
gulo rectangulo por qué evaluar la derivada en = = 0 carece de sentido fisico
y matematico.

. Un compariero argumenta que arctan(tanx) = x siempre, y por ende su de-

rivada siempre es 1. Exponga el peligro de esta afirmacion considerando las
restricciones de dominio periddico de la tangente.

Justifique graficamente por qué la funcion y = arctan(z) es derivable en todo
el conjunto de los ntimeros reales R, sin poseer asintotas verticales ni singula-
ridades en su dominio.

Dibuje un tridngulo rectangulo y asigne a la hipotenusa el valor /1 + z2.
Demuestre paso a paso que al despejar el angulo se obtiene la misma derivada
teorica de la funcion arcotangente.

Explique el impacto del valor absoluto |u| en el denominador de la derivada
de la arcosecante. ;Qué ocurriria con el modelado de la curva si omitiéramos
intencionalmente este valor absoluto?

Si derivamos la funcién compuesta f(z) = arcsin(sinz), el resultado es una
funcion escalonada alternante. Analice cémo las restricciones de rama principal
generan este comportamiento en zig-zag.

Diferencie conceptualmente la estructura matemética y = arcsin(1/z) frente
a y = arccsc(x). Demuestre algebraicamente que ambas curvas comparten
exactamente la misma derivada formal.

Evalude la viabilidad de utilizar integracion geométrica para demostrar que el
drea bajo la curva campana y = 1/(1 + %) a lo largo de todos los reales
converge al nimero pi gracias a la arcotangente.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 6


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 7


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Derive la funcion basica y = arcsin(5zx).

Guia de Solucion Interactiva

1. Asignamos el argumento u =

2. Derivamos u respecto a x: u' =

3. Sustituimos en la férmula fraccionaria de arcoseno:
I _ 5
Y \/1,( )2 V1-2522"

Problema 2. Obtenga la derivada compuesta f(z) = arctan(z?).

Guia de Solucion Interactiva

1. Extraemos la funcién interna: v =

2. Derivamos polinémicamente: v’ =

3. Armamos la fraccion racional: f'(x) = EEE — 134.
Problema 3. Halle ¢y para la estructura compuesta y = arcsec(e”). >
. : PROFE TEO
Guia de Solucién Interactiva .
Las raices cuadradas
1. Elemento interno exponencial: © = . dentro de funciones
arco pueden asustar,
2. Derivada de w: v = . pero simplifican

maravillosamente al
; 1 elevar al cuadrado en
Yy = e/ 1 = Vo1 el denoml.nador de las
formulas inversas.

3. Aplicamos la arcosecante (nota que e* > 0 siempre, no requiere ||):

Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Calcule la derivada de f(x) = arccos(3z — 1).

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 8
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Problema 5. Determine la derivada de la combinacion y = z? arctan(z).

Problema 6. Halle f'(z) simplificando para la raiz anidada f(z) = arcsin(y/x).

Problema 7. Derive la expresion logaritmica mixta g(x) = In(arctan z).

arcsin x

Problema 8. Resuelva la estructura cociente y = #

Problema 9. Encuentre la pendiente de la tangente a y = arccot(z/2) en z = 2.

Problema 10. Derive algebraicamente h(t) = arccsc(t?).

Problema 11. Determine la segunda derivada y” para la funciéon y = arctan(2x).

arcsin(z)

Problema 12. Obtenga la derivada combinada y = e

Problema 13. Derive la estructura avanzada implicita = arcsin(y) = 1.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 9
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Problema 14. Halle ¢’ reduciendo al minimo y = arcsin(x) + arc cos(z). (;Qué
concluye?).

Problema 15. Calcule la pendiente implicita en (0, 1) para arctan(zy) = arcsin(z+
y—1).

Problema 16. Derive la expresion trigonométrica hibrida g(x) = arcsin(cos z)
para 0 < z < .

Problema 17. Resuelva el operador analitico para f(w) = arctan (L‘L—g)

Problema 18. Encuentre Z—g simplificando radicalmente y = arcsin ( = )
441

Problema 19. Pruebe analiticamente que la derivada de y = arctan(z) +
arctan(1/x) es cero para x > 0.

Problema 20. Halle la derivada evaluada f’(0) para f(x) = (arcsinz)®s*.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 10
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Una camara de seguridad panea siguiendo un sospechoso. El fugiti-
vo corre a tres metros por segundo bordeando el muro paralelo situado a diez metros.
Cuantifique la velocidad giratoria de la lente barriendo quince metros transversales
frontales.

Guia de Soluciéon Interactiva

1. Modelamos angulo lente: §(x) = arctan(x/ ). 2. Derivamos la perspecti-
va: 0'(t) = H(Il/w)g - == 3. Incorporando valores (z = 15), el paneo registra
rad/s.

Problema 2. El méstil de una griia proyecta sombras vespertinas bajo el sol
poniente. La longitud oscura avanza medio metro por minuto desde su base de seis
metros. FEvalue la depresiéon luminica cenital tocando los ocho metros de umbra.

Guia de Solucion Interactiva

1. Planteo astronémico solar: ¢ = arccot(s/ ). 2. Cadena declinato-
ria: ¢'(t) = 1+(;}6)2 - =5 3. La oscuridad envuelve marcando declive de
rad /min.

Problema 3. Un piston hidraulico bascula impulsando plataformas mecénicas.
El cilindro base mide cuatro pies, empujando la biela superior dos pies por segundo.
Verifique la flexion articular angular superando tres pies de extension horizontal
absoluta de anclaje.

Guia de Solucién Interactiva

1. Flexion de anclaje articulado: f = arcsin(z/ ). 2. Tensor marginal:

. 3. Sustituyendo esfuerzo arroja ra-

/ o 1 .
Bt) = o - ——
d/s.
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Recuerda verificar
siempre tus unidades
antes de evaluar las
tasas en estos
problemas fisicos.
Radianes por segundo,
metros por minuto...
una confusién aqui
destruye todo el
problema.
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. El tubo de un telescopio 6ptico barre el cielo persiguiendo me-
teoritos. El bolido desciende verticalmente a mil kilémetros horarios distante cien
kilémetros horizontales. Determine la declinacién mecéanica observando cien kilome-
tros de altitud atmosférica.

Problema 5. Un dron cuatrirotor vuela lineal alejandose del operador control.
Abanza veinte metros por segundo constante a treinta metros de elevacién. Pro-
nostique la caida angular de linea visual del controlador fijando cuarenta metros
lejanos.

Problema 6. La inclinacién de un panel solar persigue eficientemente al sol
cenital. El eje ecuatorial terrestre rota quince grados horarios, alterando la base
ortogonal fija. Halle el reajuste micrométrico automatizado cruzando angulo de ele-
vacion pi tercios.

Problema 7. La mira telescopica de un francotirador compensa la desviacion
de viento lateral evaluado en un blanco moévil que escapa rapido. Calcule el barrido
lateral balistico si el blindado dista mil metros, moviéndose transversal diez metros
segundo.

Problema 8. Un sonar submarino enfoca pulsos ultrasonicos profundos esca-
neando trincheras oceénicas. El banco de peces asciende cinco nudos marinos mar-
cando cien brazas estaticas de profundidad remota. Evalue la oscilaciéon vertical
acustica detectando cincuenta brazas superiores.

Problema 9. El brazo roboético ensamblador industrial suelda circuitos calibran-
do sensores 6pticos perpendiculares. La placa desliza cinco centimetros segundo bajo
el laser fijo a diez centimetros de elevacion. Cuantifique la rectificacion giroscopica
de la camara enfocando origen milimétrico cero.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 13
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Problema 10. Un péndulo balistico absorbe impactos proyectando dngulos de
deflexion mecénicos 6 = arc cos(1—h/L). Diagnose la aceleracion oscilatoria tensorial
si el hilo mide dos metros, mientras el impacto sube la masa un metro por segundo
inicial.

Problema 11. La antena parabodlica satelital estabiliza interferencias electro-
magnéticas rastreando orbita geoestacionaria. El satélite corrige inclinacion ecuato-
rial dos grados diario. Establezca el ajuste de plato terrestre midiendo altitud de
senal cuarenta y cinco grados absolutos.

Problema 12. Una guillotina laser corta acero pivotando desde una torreta su-
perior a un metro fijo. El rayo plasma recorre la lamina diez centimetros por milise-
gundo. Determine la caida angular motriz térmica rebanando cincuenta centimetros
horizontales longitudinales.

Problema 13. La pala de un aerogenerador eolico genera destellos ritmicos
cruzando barreras Opticas terrestres estacionarias. Calcule el barrido fotométrico
instantaneo cuando la hélice, girando a veinte revoluciones, alcanza el cénit vertical
a cincuenta metros de altura buje.

Problema 14. Las gradas de una escalera eléctrica comercial forman angulos
estructurales dindmicos respecto al andén superior. El usuario asciende a medio
metro por segundo diagonalmente apoyado sobre base cinco metros. Verifique la
expansion visual panordmica franqueando dos metros.

Problema 15. Un puente levadizo bascula liberando buques de carga pesada an-
clados. Los gatos hidraulicos retraen cadenas cerrando el vano cincuenta centimetros
por minuto sobre pilares centrales. Calcule la declinacion de barrera obstaculizadora
cruzando arco pi cuartos descendentes.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 14
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Problema 16. Las telesillas alpinas de esqui tensan cables de traccién montano-
sa. La polea principal enrolla acero arrojando doscientos metros diagonales elevando
pasajeros constantes. Determine la fluctuacion giroscopica en suspension localizando
la canastilla en valle nevado intermedio rasante.

Problema 17. El eje central de una noria panoramica gigante sincroniza rotaciéon
de cabinas perimetrales oscilantes bajo el viento nocturno. Evalte el factor de mareo
pendular del pasajero midiendo velocidad diferencial tangente cruzando el horizonte
ocular estricto diametral.

Problema 18. La pluma de una grda torre contrarresta torque estructural de
carga tensando contrapesos variables traseros asimétricos. Halle la torsién de base
del operador girando chasis al izar vigueta prefabricada a tres metros por minuto
vertical sostenido.

Problema 19. Un sismoégrafo digital marca amplitudes de placa tectonica trans-
formando magnitudes logaritmicas de Richter en desplazamiento de aguja o =
arctan(10™). Pronostique el salto de aguja registrando réplica secundaria sismica
escalando medio grado destructivo velozmente en magnitud pura.

Problema 20. La catapulta medieval de contrapeso asedio bascula brazo libe-
rando roca maciza bajo inercia centrifuga violenta destructiva. Determine el estrés
del freno cruzado de madera calculando vector tangente de liberacién disparando
proyectil noventa grados absolutos horizontales perfectos.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 15
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

Propuestos de Aplicaciéon

1. 5/v/1 — 2522 1. 3/32,5 ~ 0,092 rad/s.
4
2. 22/(1 +27%). 2. —3/100 = —0,03 rad/min.
2
3. 1/ve L 3. 1/3/7~0,37 rad/s.
4. —3/+/6x — 922
/V6e =9z 4. =5 rad/h.
5. 2xarctan(z) + 22/(1 + 2?).
5. —12/125 = —0,096 rad/s.
6. 1/(2Vx — 22).
6. 15v/3/4 grad/h.
7. 1/((1 4 z?) arctan x).
7. 0,01 rad/s.
] x/\/l—x22—arcsin:c. /
: 8. 1/25 = 0,04 rad /nudo.
9. —1/4.
9. 0,5 rad/s.
10. =3/(tvt6 —1). /
11. —162/(1 + 422)2. 10. 1/2 rad/s.
19. earCSinm/m. 11. 7/90 rad/dia.
13. —y/T— y2/a2, 12. 1/260 rad/ms.
14. 0 (son complementarios constan- 13 A7 /5 rad/s.
tes).
es) 14. 5/58 rad/s.
15, £ -0 = y =0.
Y 15. —1/100 rad/min.
16. —1.
16. 0 rad/s (punto de inflexién rasan-
18. 1/(1 + %) (iEs la derivada de ar- 17, Depende del diferencial angular
ctan!). Av/r.
1/22
19. ﬁ T Ir1/z)? T 0. 18. Inversa dependiente del radio focal.
20. Forma indeterminada 0', requiere  1q 51n(10) - 10M /(1 4 102M).
limite. Derivada convencional anu-
la. 20. Estrés asintotico vertical.
Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 17
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iEl Angulo Correcto!

"Memorizar formulas es construir sobre arena.
En cambio, aprender a trazar el triangulo y

deducir la verdad por ti mismo es forjar un
intelecto de acero puro. En las matematicas,
como en la vida real, saber encontrar el
angulo adecuado te permite resolver los
problemas mas complejos desde una
perspectiva méas simple.’

iEnhorabuena! Has perfeccionado el arte de encontrar
tasas de cambio en el mundo circular.
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