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Teoria: Las Funciones Trascendentes

En matemaéticas superiores, no todo es un polinomio. La naturaleza crece y
decrece a ritmos proporcionales a su tamano actual. Para modelar esto, necesitamos
funciones que sean sus propias derivadas. Entra en escena el majestuoso ntimero de
Euler, e ~ 2,71828.

1. Derivada de la Funcién Exponencial

La derivada de la funciéon exponencial natural f(z) = e” es ella misma. Si la
funcién tiene una base distinta a > 0, se multiplica por el logaritmo natural
de la base. Por la regla de la cadena, si el exponente es una funcion u(x),
multiplicamos por u/(z):

d

" d
%[e]

—[a"] = a*In(a) - v’

dx

!/
=e-u vy

- J

2. Derivada de la Funcién Logaritmica

La funcion logaritmo natural y = In(x) es la inversa de e”. Su derivada nos
da una funcion algebraica racional. Para cualquier base a, se divide por In(a).
Con regla de la cadena para un argumento u(z):

dix[ln(U)]:%/ y %[log“(u” B ”1;/(“)
| J

A menudo, es mucho mas facil aplicar las propiedades de los logaritmos antes de
derivar: In(ab) = In(a) + In(b), In(a/b) = In(a) — In(b), y In(a") = nln(a).
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Y
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La funcién e* es la
unica funcion (salvo
multiplicada por una
constante) cuya tasa
de crecimiento
instantaneo es
exactamente igual a su
valor actual. Es
inmune al operador
derivada.
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iUn error letal de
examen! Derivar
In(z?) como . jFalta
la cag}ena! Lo correcto
es ?’T% = % Mejor
aun, baja el 3 por
propiedades de
logaritmos antes de

derivar.
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3. Diferenciaciéon Logaritmica

Cuando tienes una funciéon elevada a otra funcion, como y = z”, las reglas
normales fallan. Debes tomar In() a ambos lados, bajar el exponente y derivar
implicitamente: In(y) = zIn(z) = % = derivada del producto.

Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Exponencial Compuesta )

Enunciado: Calcule la derivada de y = ¢*°~5_ Solucién: Identificamos el
exponente u = 423 — 5z. Su derivada es v/ = 122? — 5. Aplicamos la regla

U] = e* - .

dx
y/ _ 64w3—5$ X (12.%'2 _ 5)
Respuesta: 3/ = (1222 — 5)e**’ 5,
. J
>
PROFE TEO
(" Problema Resuelto 2: Regla del Producto con Logaritmo )

Siempre ordena tu
resultado final
poniendo los

Enunciado: Obtenga f’(z) si f(z) = z*In(z). Solucién: Usamos la regla del

producto: [u-v]' = u'v +uv'. Aqui u = 2 = v =423 yv=In(z) = polinomios algebraicos
v = i antes que la funciéon
, 3 A exponencial e”. Evita
/ (x) = (4x )ln(a:) + (:r ) <—) confusiones visuales
x sobre qué esté en el
f/($) = 43 ln(x) + 3 exponente.
Factorizando x3: Respuesta: f'(x) = z*(4In(z) + 1).
\. Y,
( Problema Resuelto 3: Diferenciacion Logaritmica )

Enunciado: Derive la funcién y = 252, Solucién: Como hay variable en la
base y en el exponente, aplicamos logaritmo natural:

In(y) = In(z"*) = In(y) = sin(z) - In(z)

Derivamos implicitamente respecto a x:

Y _ cos(z) In(z) + sin(z) <l>

Yy T

Despejamos ¢y multiplicando todo por y (sustituyendo el valor original de y):
Respuesta: y = 27 [cos(z) In(z) + 32£].
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(" Problema Resuelto 4: Base Numérica Diferente de e )

Enunciado: Halle la derivada de y = 7V*. Solucién: La funcién es de la
forma a*, con a = 7y u = 2*/2. La formula es ¥ = a*In(a) - v. Derivamos el

e 1—1/2 _ 1
exponente: u' = ;x =3z

/_ TVZIn(7)

Respuesta: y 5z

>
PROFE TEO

Antes de aplicar la
regla de la cadena a In
Enunciado: Derive la funcién f(x) = In <, /i—f%) Solucién: Aplicamos pro- con raices o fracciones
enormes, USA
PROPIEDADES. Te

(" Problema Resuelto 5: Propiedades del Logaritmo Previas a Derivar )

piedades: la raiz es potencia 1/2; que baja multiplicando. La division se vuelve

resta. 1 ahorrara paginas

f(:t) = — []n(g; + 2) — ln(x — 2)] enteras de calculos

2 algebraicos
Ahora derivamos cada término de forma muy sencilla: innecesarios y
Propensos a error.
1 1 1
/
) == —
J'() 2 L—i—2 x—Q]
Homogenizamos: ””;f;)gfg = —=;. Multiplicado por 1/2: Respuesta: f'(z) =
332_34 )
. J
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(

Aplicacién 1: Desintegracién Isotépica

Contexto: La masa de un isétopo radiactivo decae segiin M(t) = 50e~%0%
gramos, donde el tiempo opera en anos. Determine la velocidad de desinte-
gracion exacta al alcanzar el décimo ano en el reactor analitico.

Solucién: Derivamos: M'(t) = 50e7%% . (—0,04) = —2¢7 %%, Evaluamos en
t =10: M'(10) = —2¢7%%. Respuesta: Se desintegra a 2¢~%* g/afo.

Aplicacién 2: Crecimiento Biolbgico

Contexto: Un cultivo bacteriano se expande modelado por P(t) = 20005
individuos por hora. Cuantifique el ritmo de reproducciéon instantanea del
sistema microscopico en el quinto periodo de incubacién térmica continua.
Solucién: Derivamos la poblacion: P'(t) = 2000(0,15)e% " = 300e%!5¢. Susti-
tuimos t = 5: P'(5) = 300e”™. Respuesta: Crece a 300e”™ bacterias/hora.

Aplicacién 3: Capitalizacién Continua

Contexto: Una cartera de inversion financiera acumula valor proyectando
V(t) = 15000 dolares mensuales. Halle la tasa de rendimiento monetario
marginal que percibe la cuenta durante el vigésimo mes de retencién bursatil.
Solucién: Derivando el capital: V’(t) = 15000(0,08)e%%! = 1200e*%¢. Eva-
luando con ¢t = 20: V'(20) = 1200e"%. Respuesta: Gana 1200e° dolares/mes.

Aplicacién 4: Presion Barométrica

-

Contexto: La presion atmosférica estratosférica cae logaritmicamente segin
la altitud h mediante p(h) = 101,3e~%1?" kilopascales por kilometro. Evalie el
gradiente de despresurizaciéon absoluto que soporta un globo sonda cruzando
doce kilémetros verticales.

Solucién: Derivamos la presion:
—12,156e=%1?" Con h =
12,1564 kPa/km.

p'(h) = 101,3(=0,12)e %12 =
12: p/(12) = —12,156e 4. Respuesta: Cae

.

~

Aplicacién 5: Choque Térmico

J

Contexto: Un lingote metalico al rojo vivo se enfria modelando su tempera-
tura mediante la ley de Newton T'(m) = 25 + 800e~%3™ Celsius por minuto.
Obtenga la velocidad de disipacién calérica tras tres minutos precisos.
Solucién: Derivamos la ecuacion térmica: 7"(m) = 0 + 800(—0,3)e=03™
—240e~%3™, Evaluamos en m = 3: T'(3) = —240e~"?. Respuesta: Se enfria
a 240e~%? °C/min.
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avanzadas usan
composiciéon continua.
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al final de ano o mes,
crece de forma
ininterrumpida
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico, analitico o
grafico.

1.

10.

Analice el misterio matematico de por qué la funcién e es la tnica cuya
pendiente geométrica en cualquier punto de su curva es numéricamente igual
a la altura de la curva en ese mismo punto.

. Justifique algebraicamente por qué derivar In(5z) arroja exactamente el mismo

resultado que derivar In(x). {Qué propiedad de los logaritmos anula el factor
5 durante la derivacion?

Evalue el dominio de la funcién f(x) = In(z). Aunque su derivada 1/x existe
para valores negativos, explique por qué no podemos trazar tangentes reales
para x < 0 en la funcion original.

. Un companero deriva la funcion exponencial y = 3” usando la regla de poten-

cias respondiendo x3*~1. Corrija este error comitin argumentando la diferencia
fundamental entre una variable en la base y una en el exponente.

Demuestre paso a paso usando la diferenciaciéon logaritmica que la derivada
del producto de tres funciones y = u(x)v(z)w(zx) se expande armoniosamente
en una suma de tres términos proporcionales.

Analice el limite de la pendiente de la recta tangente a y = In(z) cuando =
se aproxima fuertemente a cero por la derecha. ;Qué significa este comporta-
miento geométricamente?

Compare el nivel de esfuerzo algebraico entre derivar y = In((z? +1)°) usando
la regla de la cadena directamente, versus bajar el exponente con propiedades
antes de derivar.

Considere la curiosa funcién f(x) = x'/*. Explique por qué la diferenciacién

logaritmica es la dnica ruta legal en el calculo real para obtener la pendiente
analitica de esta curva.

Siy =e ™, la campana de Gauss. Deduzca igualando la primera derivada a

cero déonde se encuentra el pico maximo de probabilidad y por qué la expo-
nencial nunca toca el eje horizontal.

Argumente logicamente por qué la segunda derivada de y = e** siempre conser-

vara el mismo signo que la funcién original, asumiendo k como una constante
real no nula.
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

., . , . 2_
Problema 1. Encuentre ¢ para la funciéon exponencial basica y = ™ —3%,

Guia de Solucion Interactiva

1. Definimos el exponente interior u =

2. Derivamos u respecto a x: u' =

3. Multiplicamos la derivada por la exponencial original:
y/ _ ( ) . e7:p273x.

Problema 2. Obtenga la derivada de la funcién logaritmica f(z) = In(z* + 1).

Guia de Solucion Interactiva

1. Identificamos el argumento del logaritmo: u =

2. Derivamos el argumento internamente: u' =

u’

3. Aplicamos la regla fraccionaria f'(x) = v =

441

Problema 3. Halle 3 utilizando diferenciacion logaritmica para y = 27, >
PROFE TEO

Siempre que veas una
variable en la base Y
, una variable en el

2. Derivamos implicitamente: 4~ = 21In(z) - ( )- exponente (como x%),
detente de inmediato.

3. Despejamos la derivada final: ¢/ = 2% - | ]- No puedes usar las
reglas normales. Debes
aplicar la
Diferenciacion
Logaritmica tomando
In() a ambos lados.

Guia de Solucion Interactiva

1. Tomamos In() a ambos lados: In(y) = In(z) - In( ).

Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Calcule la derivada analitica de f(z) = (),
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. . ., 7’ . 2_
Problema 5. Determine la derivada de la funcion con base numeérica y = 5% 42,

2 4z

Problema 6. Halle f'(x) para el producto exponencial f(z) = z°e

Problema 7. Derive aplicando propiedades previas g(z) = In ((z® + 1)%).

Problema 8. Resuelva la derivada trigonométrica logaritmica y = In(cos z).

Problema 9. Encuentre la pendiente de la recta tangente a y = In(z? — 3) en
T =2.

et

Problema 10. Derive algebraicamente usando regla del cociente h(t) = 5.

Problema 11. Determine las coordenadas de los puntos donde f(z) = 22 In(z)
tiene tangente horizontal.

Problema 12. Obtenga la derivada combinada de y = ¢*@),

Problema 13. Derive la estructura avanzada logaritmica f(x) = logs(tanz).

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 8
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Problema 14. Halle ' simplificando para el radical logaritmico y = In ﬁ—i

Problema 15. Calcule la segunda derivada y” de la funcion y = xe 7.

Problema 16. Derive usando diferenciacion logaritmica g(x) = (sinz)®.

Problema 17. Resuelva el operador analitico para f(w) = eV®**1,

Problema 18. Encuentre f’(z) para la composicion anidada f(x) = In(In(In x)).

Problema 19. Pruebe analiticamente que la derivada de y = “=%— (seno hi-

2
L. . L 1e Ty~
perbolico) es el coseno hiperbolico =t— Jr; .

Problema 20. Halle la derivada evaluada f’(e) para f(z) = B2,

xT
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Un algoritmo de inteligencia artificial replica nodos infectados
calculados por V(t) = 100e* procesos. Cuantifique la tasa reproductiva marginal
cruzando el tercer milisegundo de ejecucion en red local.

Guia de Soluciéon Interactiva
)e2t =

. 3. La velocidad de impacto

1. Derivamos la expansion viral: V'(t) = 100 - ( e*. 2. Inyec-
tamos el valor de evaluaciéon temporal: £t =

resulta ser nodos/ms.

Problema 2. El voltaje residual de un condensador electromagnético drena
carga modelando C(t) = 12e~"/* voltios por segundo. Verifique la caida de potencial
eléctrico estricto ingresando el segundo cuatro absoluto.

Guia de Solucion Interactiva

1. Hallamos el gradiente de voltaje: C'(t) = 12-( et/ = e t/4.2. En

cadena evaluando tiempo exacto: C'(4) = —3e . 3. El capacitor descarga

energia marcando voltios/s.

Problema 3. Una enzima pancreética cataliza moléculas digestivas bajo la pro-
porcion E(c) = In(4c? 4 1). Calcule el ritmo de degradacion celular cruzando con-
centracion quimica de dos moles géstricos.

Guia de Soluciéon Interactiva

1. Gradiente de catalisis racional: E'(c) = . 2. Evaluamos reactivos con

c=2FE'(2) =

4c?2+1

— 3. Efectuando division da fraccion catalitica

moléculas/mol.
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. La atenuacién luminosa oceanica bloquea fotones descendiendo
segin L(p) = 500e7%? ltimenes. Evalie la pérdida marginal de visibilidad fotonica
sumergiendo un minisubmarino hasta registrar diez metros abisales oscuros.

Problema 5. La amplitud transversal sismica disipa sacudidas tectonicas aca-
tando la ecuacion telarica S(d) = In(d® + d) milimetros. Determine el decaimiento
de onda vibratoria cruzando los tres kilometros desde el epicentro.

Problema 6. El aislamiento de recubrimiento acustico amortigua resonancias
externas reduciendo A(e) = 120e7%%¢ decibelios. Calcule la caida de ruido aéreo
penetrante al instalar paneles con dos centimetros exactos de espesor.

Problema 7. La depuraciéon farmacolégica renal elimina toxinas circulantes mi-
diendo concentracion sérica mediante D(h) = 45¢~%%" miligramos. Halle el indice
de filtracion sistémica biol6gica marcando la quinta hora tras infusién venosa.

Problema 8. La combustion del propulsor criogénico aeroespacial reduce tone-
laje estructural dictando M (s) = 2000e~%%%. Precise el empuje temporal de pérdida
de masa cuando el reloj de despegue marca veinte segundos.

Problema 9. El techo logistico estacionario de una epidemia metropolitana frena
contagios saturando mediante C'(d) = %. Pronostique el salto de infeccién
diaria registrando la décima jornada de cuarentena hospitalaria.

Problema 10. El algoritmo de regularizacion disipa pesos sinapticos neuronales
programando el tensor W (i) = In(v/i%2 4+ 4). Cuantifique la optimizacion del nodo
logico profundo validando exactamente dos ciclos de iteraciéon pura.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 11
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Problema 11. La compresion termodinamica estelar de una enana blanca altera
gradientes radiales modelizando G(r) = e™"”. Detecte la tasa de presion gravitacional
colapsante localizando la corona estelar en radio pi unidades.

Problema 12. La explotaciéon maderera tropical diezma biosferas reduciendo
cobertura forestal por B(t) = 50In(¢* + 10). Diagnostique el retroceso ecologico
frondoso en el lustro nimero cinco de deforestacion mecanizada.

Problema 13. La devaluacién inflacionaria macroeconémica licta el valor ad-
quisitivo proyectando V(m) = 100e~%%5™ centavos. Calcule la erosion financiera
cambiaria que golpeara los ahorros locales tocando los doce meses recesivos conti-
nuos.

Problema 14. La concentracion fredtica de metales pesados diluye flujo sub-

terraneo bajo el espectro P(x) = hlg(f). Identifique la velocidad de contaminacion

toxica del pozo agricola evaluando caudal en factor e.

Problema 15. El magma basaltico volcanico frena flujo aumentando viscosidad
térmica por V(c) = e/c poise. Verifique el endurecimiento de la colada de lava
descendiendo hasta los cien grados centigrados superficiales.

Problema 16. La radiacion ultravioleta estratosférica perfora ozono midiendo
adelgazamiento microscopico O(t) = 10'~ %, Evalie el desgaste atmosférico quimico
registrando el séptimo ano sostenido bajo intensa emision de gases clorofluorocar-
bonados.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 12
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Problema 17. El campo magnético de un inductor de placa base auto-induce
amperaje encriptado I(s) = s?e”?*. Determine la fluctuacion de corriente directa
eléctrica conectando el microprocesador en medio segundo preciso.

Problema 18. La eficiencia del panel solar de silicio decae fotovoltaicamente
perdiendo rendimiento orbital por R(a) = ln(“%l). Diagnostique el desgaste de celdas

energéticas completando el cuarto ano de servicio satelital.

Problema 19. La inmunoterapia oncolégica frena mitosis maligna estrangulan-
do tumores solidos con métrica T'(d) = 5¢~%. Pronostique la velocidad de colapso
de masa celular marcando dos miligramos exactos de anticuerpos inyectados.

Problema 20. La exactitud geométrica del fechado radiocarbénico desvia pre-
dicciones antropolégicas formulando E(s) = sV*. Establezca el margen de defor-
macion del carbono catorce franqueando el cuarto siglo de antigiiedad arqueolédgica
excavada.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

Propuestos de Aplicaciéon

1. (14z — 3)e™ 3, 1. 200€% nodos/ms.
2. 423 /(z* + 1). 2. =3¢t~ —1,10 V/s.
3. 2[21In(z)/z]. 3. 16/17 ~ 0,94 moléc/mol.
4. 3cos(3z)esn(e), 4. —100e~% lum /m.
5. 574 n(5)(2z — 4). 5. 28/30 = 14/15 mm /km.
6. 2xel”(2x +1). 6. —60e~! dB/cm.
7. 1222 /(2* 4+ 1) 7. —36e~* mg/h.
8. —tan(x). 8. —100e~! ton/s.
9. m=4 9. (112%?36,;2)2 inf/dia.
10. e'(t? =2t +1)/( + 1)% 10. 2/8 = 1/4 unidad /ciclo.
11. (e7'/2,=1/(2e)). 11. —2me™™ presion/u.
12. e**(lnw + 1). 12. 500/35 = 100/7 b/lustro.
13. sec?(z)/(tan(z)In 3). 13. —1,5¢718 cent /mes.
4. =1/(1 = 2?). 14. 0 tox/f (derivada evaluada en e).
15. e7*(z —2). 15. — (%01 /10000) poise/°C.
16. (sinz)*(In(sinz) 4+ x cot z). 16. —10°%1n(10)(0,1) desgaste.
17. wew:}:l 17. 0 A/s (derivada en 0.5 es cero).
18. 1/(zInzIn(Inx)). 18. —1/20 = —0,05 efic/ano.
19. (e* 4+ ¢e7*)/2 (Demostrado). 19. —20e~* mitosis/mg.
20. 0 (ya que (1 —1Ine)/e* =0). 20. 42(122 + 1) desv/siglo.
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il Crecimiento Continuo!

"La funcion exponencial es inmune a las
~adversidades del calculo diferencial. No
importa cuantas veces intentes derivarla o

reducirla, siempre emerge intacta, creciendo a
su propio ritmo constante e inquebrantable.

5S¢ tu también como el namero e: resiliente
ante las operaciones de la vida.

iEnhorabuena! Has dominado el ntcleo del modelado
natural en toda la matemaéatica trascendente.
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