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Teoria: El Trazo Sin Interrupciones

Intuitivamente, una funcion es continua si podemos dibujar su gréafica sin levan-
tar el lapiz del papel. Sin embargo, en calculo superior necesitamos una definicién
rigurosa basada en el concepto de limite.

1. Continuidad en un Punto

Una funcion f es continua en un niimero a si se cumplen simultdneamente
las siguientes tres condiciones:

1. f(a) estéa definida (el punto a pertenece al dominio de f).

2. lim, ., f(x) existe (los limites laterales son iguales).

3. lim, . f(x) = f(a) (el limite coincide con el valor de la funcion).

2. Continuidad en un Intervalo

» Una funcion es continua en un intervalo abierto (a,b) si es continua en
cada ntimero del intervalo.

» Una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en
(a,b) y ademas posee continuidad lateral en los extremos:

i f(z) = f(a) y lm f(z) = f(b)

z—at z—b~
\- J
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a a a
Continua Evitable Salto (Esencial)

Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

(" Problema Resuelto 1: Analisis de las Tres Condiciones )
Enunciado: Determine si f(z) = 3;2:39 es continua en x = 3.

Solucién: Evaluamos las 3 condiciones de continuidad en x = 3: 1. f(3) =
2 . - - . e,

33__39 = g. iIndeterminado! f(3) no existe. Al fallar la primera condicion, con-

cluimos automaticamente que la funcion es discontinua en z = 3. (Es una

discontinuidad evitable porque el limite si existe y vale 6).

Y
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iOjo! La continuidad
no es una opinion.
Para afirmar que una
funcién es continua en
un punto, debes
verificar tres
condiciones estrictas.
Si falla una, falla todo.
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Las discontinuidades
pueden ser evitables
(un simple hueco que
puedes rellenar) o
esenciales (saltos
bruscos o asintotas
donde no hay
salvacion).
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( Problema Resuelto 2: Hallar Constantes para Continuidad

Enunciado: Halle el valor de k£ para que la funcién sea continua en todo R:
flx)={ka?siz <2;2zx+ksiz>2}

Solucién: El punto critico es x = 2. Forzamos a que los limites laterales
sean iguales a f(2). f(2) = k(2)? = 4k. lim,_,»- f(z) = lim,_,»- (kz?) = 4k.
lim, o+ f(x) = lim, 9+ (22 + k) = 4+ k. Igualamos laterales: 4k = 4+ k —>
k=4 = k=4/3.

(" Problema Resuelto 3: Continuidad con Valor Absoluto

Enunciado: Clasifique la discontinuidad de f(z) = ‘%' en x = 0.
Solucién: 1. f(0) no esta definida (division por cero). 2. Limites laterales: Por
la derecha (z > 0): lim,_,o+ £ = 1. Por la izquierda (z < 0): lim,_,o- =% = —1.

Como 1 # —1, el limite no existe. Es una discontinuidad de salto (esencial).

-

(" Problema Resuelto 4: Asintotas como Discontinuidad

Enunciado: Analice la continuidad de h(x) = ﬁ en r = 4.

Solucién: 1. h(4) no existe (1/0). 2. Evaluamos el limite: lim,_,4 %;4)2 = +00.

r—

Al ser el limite infinito, la grafica presenta una asintota vertical. Se clasifica
como una discontinuidad infinita (esencial).

(" Problema Resuelto 5: Continuidad en Intervalo Cerrado

Enunciado: Demuestre que f(z) = /9 — 22 es continua en [—3, 3].
Solucién: El dominio de la raiz requiere 9 — 2? > 0 = =z € [-3,3].
En cualquier ¢ € (—3,3), lim,,.v9 — 22 = /9 — ¢ = f(c) (Continua en el
abierto). Extremo izquierdo: lim, , 3+ V9 — 22 = 0 = f(—3). Extremo dere-
cho: lim,_,3- V9 — 22 = 0 = f(3). Como cumple en el interior y lateralmente
en las fronteras, es continua en [—3, 3].
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Las funciones a trozos
son las reinas de los
exdmenes. Para que
sean continuas en el
punto de quiebre,
jobligatoriamente sus
limites laterales deben
coincidir!
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Para verificar la
continuidad en un
intervalo cerrado [a, b],
no olvides que en los
extremos a y b solo te
puedes acercar por
adentro del intervalo.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Tarifas Eléctricas )
Contexto: El cobro en dolares por kilovatio hora es C(z) = {10z si z <
50; 15z — 250 si & > 50}. Determine si el salto a la tarifa superior genera un
cobro abrupto o continuo al rebasar los 50 kWh.

Solucién: Lateral izquierdo (limite base): lim, .5- 10(50) = 500. Lateral
derecho (excedente): lim, 50+ 15(50) — 250 = 750 — 250 = 500. Respuesta:
El cobro es mateméaticamente continuo. No hay salto econémico abrupto.

\_ W,
(" Aplicacién 2: Resistencia de Materiales )
Contexto: La deformacion de una viga obedece a D(F') = F;:}f milimetros
para fuerza F'. El sensor falla en F' = 4 N. Indique la deformacion exacta en

ese punto para re-calibrar el software mediante continuidad evitable.
Solucién: El limite define la continuidad removible: limg_,4 %. Can-
celando la indeterminacion, nos queda limg_,4(F + 4) = 8. Respuesta: Se
debe re-calibrar el software asignando 8 milimetros.

. y,
(" Aplicacion 3: Dinamica de Poblaciones )
Contexto: Un ecosistema bacteriano crece segin P(t) = {5t* si t < 2; 50 —

t sit > 2}, donde en t = 2 horas se inyecta antibiotico. Analice si la transicion

poblacional sufre un colapso brusco discontinuo.

Solucion: Poblacion antes del antibiotico: lim,_,- 5(2)% = 20. Poblacion al
inyectar: lim; .5+ (50 — 2) = 48. Respuesta: Existe un salto de 20 a 48, reve-
lando una discontinuidad esencial.

\ y,
(" Aplicacién 4: Tasa de Reaccién Quimica R
Contexto: La velocidad de catalisis marca V(c) = % mg/s. Determine la
naturaleza continua de la velocidad enzimatica justo cuando la concentracion

molar de sustrato cruza el umbral critico de saturaciéon en ¢ = 3.
Soluci6n: Lateral derecho (¢ > 3): lim, 3+ <3 = 1. Lateral izquierdo (¢ <
3): lim, ,3- % = —1. Respuesta: Presenta discontinuidad de salto. La
velocidad colapsa abruptamente de 1 a -1.
\_ J
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iSiempre que un
fenomeno fisico sufra
un impacto, ruptura o
intervenciéon
instantanea, espera
que la funcién
modelada pierda su
continuidad!
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( Aplicacién 5: Correcciéon de Orbita

Contexto: La altitud de un satélite se modela por A(t) = {100 + ¢ sit <
10; kt? sit > 10}. Halle el valor de k para garantizar que el encendido del
propulsor sea mecanicamente continuo.

Solucién: Altitud previa: lim;_,;0- 100 + 10 = 110. Altitud de impul-
so: limy_, 0+ k(10)*> = 100k. Igualando para asegurar continuidad: 100k =
110 = k = 1,1. Respuesta: La constante del propulsor debe ser exacta-
mente 1,1.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

Si evaluamos lim,_,, f(x) y obtenemos un valor real, pero resulta que f(a) no
existe en el dominio, ;qué tipo de discontinuidad se presenta y como se repara?

Argumente por qué una funciéon polindémica de grado n jamés presentara dis-
continuidades de salto en toda la extensiéon de su dominio real.

Describa la diferencia fundamental en el comportamiento de una curva alre-
dedor de un "hueco removible"versus una asintota vertical.

Si se tiene una funcion a trozos donde lim, .. f(x) =5y lim, .+ f(x) = 2,
;es posible redefinir f(c) para obligar a la funcion a ser continua? Justifique.

Analice la funcion f(z) = /z. ;Por qué afirmamos que es continua en el
intervalo cerrado [0,00) si el limite por la izquierda lim, ,o- \/ ni siquiera
existe?

Un comparfiero afirma que "si una funcion es continua en un intervalo abierto
(a,b), automaticamente lo sera en el cerrado [a, b] ". Construya un contraejem-
plo para refutarlo.

Por qué la existencia de los limites laterales es un prerrequisito obligatorio
antes de poder confirmar la continuidad de una funcién con valor absoluto en
su vértice?

. Visualice la gréafica de la funcion parte entera |x|. Explique logicamente el

origen de sus infinitas discontinuidades esenciales.

Si la funcion precio de una criptomoneda experimenta un "flash crash"(caida
y recuperacion instantanea en un segundo), jcon qué tipo de discontinuidad
matematica lo modelaria?

El Teorema del Valor Intermedio exige que una funcién sea estrictamente con-
tinua en [a, b]. ;Qué pasaria con las raices de una funcion si se omitiera esta
condicion indispensable?
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

2225

—=2 es continua en x = 9. Si no lo es,

Problema 1. Determine si f(x) =
clasifique.

1. Evaluamos la funciéon: f(5) = =———, lo que significa que la imagen

2. Evaluamos el limite: lim,_.5 % = .

3. Como el limite pero la imagen no, es una discontinuidad
. J

Problema 2. Halle a para que g(z) = {3z —asiz < 2;2%siz > 2} sea
continua.

1. Limite izquierdo y valor en el punto: lim, - g(x) = 3( )—a =

2. Limite derecho: lim, 5+ g(7) = ( P =

3. Igualamos ambos laterales: 6 —a =4 — a =

Vs
&

z+2

Problema 3. Analice los puntos de discontinuidad de h(z) = 5.

1. El denominador se hace cero cuando 2% — 4 = 0, es decir en z = y
7 =
2. En x = —2, el limite da forma 0/0, por lo que hay una discontinuidad

3. En 2 = 2, el limite da forma 4/0 (infinito), por lo que hay una discontinuidad

Vs
.

ﬂ
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Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Analice la continuidad de f(z) =2® — 42 + 1 en z = 1.

Problema 5. Determine el punto de discontinuidad de f(z) = — y clasifiquelo.

T+

Problema 6. Redefina f(3) para que f(z) = ”f:?? sea continua en x = 3.

T

Problema 7. Halle los valores que hacen discontinua a y = ——"—.

Problema 8. Para f(r) = {ax+3siz < 1;5siz=1;2%—asiz > 1}, jexiste
un .2"que la haga continua?

Problema 9. Estudie la continuidad de f(z) = ‘z:f en todo su dominio.

Problema 10. Determine si f(z) = |x] 4+ 1 es continua en x = 2,5.

Problema 11. Analice la continuidad de h(z) = e~ /%" en z = 0, asumiendo
h(0) = 0.

Problema 12. Halle "k"para que sea continua: f(z) = {Smi—m) six <053z +
k* si x > 0}.
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Problema 13. Analice si y = sec(z) es continua en el intervalo [0, 7.

Problema 14. Clasifique las discontinuidades de f(z) = ﬁ;j

Problema 15. Determine ¢z "d"para que f(z) = {2siz < —1;cx+dsi —1<
r < 3; —2si x> 3} sea continua.

Problema 16. Demuestre si f(x) = xsin(1/x) (con f(0) = 0) es continua en
x = 0.

Problema 17. Halle los puntos de ruptura de f(z) = In(z* — 1).

Problema 18. Clasifique la discontinuidad en z = 0 de f(z) = =552,

T2

Problema 19. Estudie la continuidad en [-2,2] de f(z) = v4 — 22

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 9
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Problema 20. Analice la continuidad esencial de la funcion de Dirichlet: f(z) =

{IsizeQ;0siz¢Q}.
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Un brazo rob6tico automotriz aplica un torque calibrado como
T(0) = %. Reprograme el software de ensamblaje asignando el valor continuo
exacto al motor cuando el angulo rotacional # alcanza el nivel pi.

1. Evaluamos la falla de software: T'(7) = , una discontinuidad evitable.

)

2. Factorizamos el torque: limg_, . 3. Simplificamos y evaluamos.

El nuevo valor asignado debe ser

Problema 2. La dilatacion de una aleacion de titanio obedece a E(t) = {2t si t <
5;t+csit > 5}. Determine la constante de aleacion residual ¢ para evitar fisuras
por expansiéon asimétrica.

1. Limite térmico inferior en ¢ = 5: 2( . 2. Limite térmico superior:

( )+c= . 3. Empalmando ambas funciones para prevenir fracturas,

CcC =

Problema 3. Una red de fibra éptica modula el ancho de banda B(s) = %.

Clasifique el tipo de caida de senal que experimenta la matriz principal de servidores
si el pulso sincronico cruza el décimo milisegundo.

1. Limite previo al pulso (s — 107): arroja un valor de . 2. Limite posterior

(s — 10™"): arroja un valor de . 3. La discrepancia indica una interrupcion

clasificada como discontinuidad de
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Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. El caudal de presiéon en una represa hidroeléctrica se define por

P(v) = ”ijgo. El flujometro se apaga en v = 10. Recalibre el instrumento estable-

ciendo la presiéon virtual continua para evadir alertas de compuertas.

Problema 5. La descarga de un dron forestal desciende segin B(t) = {100 —
2t sit < 20; 80 —tsit > 20}. Analice mateméaticamente si el switch de ahorro de
baterfa sufre un apagén instantaneo discontinuo.

Problema 6. La titulacion de acidos en laboratorio reacciona variando su acidez

A(z) = \ﬁjl' Demuestre qué alteracion quimica abrupta experimenta la probeta

exactamente al atravesar el factor neutro pH siete hacia el umbral alcalino.

Problema 7. El balance de trafico de un servidor web distribuye paquetes
2 . e
P(c) = % Si el puerto uno colapsa reportando division por cero, reestablez-
ca el flujo de datos aplicando un parche de conectividad continua.

Problema 8. Una cidmara de resonancia actstica absorbe decibelios marcando
A(w) = {w* + k si w < 3; 4w si w > 3}. Sintonice el aislante sonoro k para que las
frecuencias bajas fluyan ininterrumpidas sin generar ecos perjudiciales.

Problema 9. El proceso de congelacion criogénica estabiliza tejidos vivos evalua-
dos mediante T'(m) = m Identifique la falla termodindmica critica que destroza
las membranas celulares en el quinto minuto cronometrado exacto de enfriamiento
extremo.

Problema 10. Un is6topo radiactivo sufre una anomalia de decaimiento gamma
R(t) = % Determine la radiacion de fuga remanente estableciendo el valor
curativo constante donde la lectura del contador Geiger arroja una indeterminacion

fisica.
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Problema 11. La friccién de placas tecténicas genera acumulacion de energia
E(d) ={d®sid < 2; ad+b si d > 2}. Formule una ecuacién para aislar las variables
geologicas que previenen temblores de salto discontinuo.

Problema 12. La enzima digestiva cataliza el sustrato celular con una acele-
racion C(x) = x|x]. Compruebe el colapso géstrico metabolico evaluando la dis-
continuidad esencial absorbida al traspasar la barrera biolégica entera de los dos
miligramos.

Problema 13. El flujo termal de un géiser volcanico se proyecta disparando

F(p) = p;:%. Reconfigure la sonda térmica del crater tapando el bache analitico de
p?=5p

presion superficial sin alterar la zona de ruptura subterranea.

Problema 14. Los nanotubos de carbono toleran estrés de tracciéon modelado
. 2 . . . . L.
por o(e) = {e+3sie<0; <t sie > 0}. Validar si el polimero sintético asegura
resistencia continua ante tensiones nulas de laboratorio.

Problema 15. La probabilidad de tunelamiento cuantico en microchips cae
P(v) = % Fije la probabilidad limite de conductancia de electrones cuando el
voltaje estabilizado de la placa base roza la unidad de voltio absoluta.

Problema 16. El disyuntor automéatico de Wall Street detiene transacciones
T(i) ={10isii < 5;50si4i=>5;2i?sii> 5} Audite si existe continuidad finan-
ciera al reabrir el mercado bursatil intervenido.
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Problema 17. Un submarino militar emite frecuencias de sonar encriptadas
1— . . . L. - . . .
S(f) = Cf;;(f) Garantice el sigilo oceanico calibrando el receptor actstico interno
para sellar el hueco de deteccién originado en la frecuencia base submarina cero.

Problema 18. La congestion de trafico en la autopista metropolitana frena
vehiculos segiin V(c) = e~'/1°=3. Testee la fluidez de la carretera asumiendo que un
bloqueo total en el tercer kilometro se despeja restituyendo marcha ininterrumpida.

Problema 19. Los paneles solares fotovoltaicos rinden voltaje E(l) = —V”lH.
Asegure la red eléctrica acoplando un inversor que parchee la deficiencia de genera-
cion energética producida bajo la sombra total de un eclipse astronémico.

Problema 20. El escudo aerodindmico de una capsula espacial fricciona calor
3_ . , . .., .
Qa) = |C;711\' Proyecte el dano estructural térmico provocado por la friccion asi-

métrica lateral desgarrando el fuselaje reentrando la nave cruzando la estratosfera
terrestre.
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

Propuestos de Aplicaciéon

1. Evitable. El limite es 10.
1. 2m.
2. a=2.
2. ¢c=05.
3. Evitable en —2, infinita en 2.
3. Salto. (-1 a1).
4. Continua. f(1) = —2.
4. 2 i6n virtual.
5. Discontinua infinita en z = —3. 0 presion virtua
6. f(3) = 6. 5. Salto de 60 a 60 (jEs continuo!).
T.x=3yz=-2. 6. Salto pH (-1 a 1).
8. No. En z = 1 laterales son distintos 7. Parche de valor 3.
a b.
8. k=3
9. Discontinua esencial (salto) en z =
4. 9. Discontinuidad infinita en m = 5.
10. Continua. Limite = 3. 10. Radiacién de 1.
11. Continua. Limite es 0. 11. Ecuacion: 2a + b = 8.
2. k=00k=1 12. Salto gastrico de 2 a 4.
13. Discontinua en 7/2 (Infinita).
13. Sonda en 2 (Hueco en 5).
14. Evitablesen z =1y x = —1.
14. Continua. Limite 3 ambos lados.
15. ¢c=—-1,d=1.
16. Continua (por Sandwich da 0). 15. Probabilidad de 1.
17. Dominio |z| > 1. No definida en 16. Es continua en todo punto.
=11}, 17. Sellar hueco con valor 1/2.
18. Evitable. Redefinir f(0) = 1/2. . .
18. Continua, limite es 0.
19. Continua en todo el intervalo cerra-
do. 19. Parche de valor 1/4.
20. Discontinua esencial en todo R. 20. Salto térmico de —3 a 3.
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iFlujo Ininterrumpido!

'La vida, al igual que las funciones
matematlcas puede presentar fracturas o
huecos 1mprev1stos Pero con el calculo
adecuado, siempre podemos redefinir nuestro
camino y recuperar la continuidad.’

iFelicidades! Has dominado el concepto de
continuidad. Tienes las herramientas analiticas para
trazar caminos sin interrupciones.
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