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Teoria: La Magia de la Tangente

Las funciones no lineales (curvas) son dificiles de calcular mentalmente. ;Cuédnto
es /4,017 Sin calculadora parece un reto. Sin embargo, si hacemos un "zoom"muy
profundo en cualquier curva suave, esta se vera como una linea recta. Esa recta es
la recta tangente.

1. Aproximacién Lineal

Si f es derivable en z = a, la ecuacion de la recta tangente en el punto (a, f(a))
se usa para aproximar valores cercanos a a. A esta funcién lineal se le llama
linealizacion de f en a:

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Por tanto, si = esta cerca de a, decimos que f(z) ~ L(x).

2. Diferenciales

|(

Sea y = f(x). Definimos la diferencial dx como una variable independiente
(un cambio arbitrario en x, usualmente Az). La diferencial dy es la variable
dependiente definida por:

dy = f'(x)dz

Geométricamente, Ay es el cambio real en la curva, mientras que dy es el
cambio sobre la recta tangente. Si dx es pequeno, entonces Ay ~ dy.

J
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El secreto de la
aproximacion lineal:
jusar una recta (facil
de calcular) en lugar
de la curva (dificil)!
Funciona excelente
siempre y cuando no
te alejes mucho del
punto conocido.
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iOjo con la notacion!
Ay = f(z+Az)—f(z).
Es el cambio REAL.
El dy es la estimacion
rapida. En problemas
de manufactura, dy
representa el error
propagado
aproximado.
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Bloque I: 5 Problemas Matematicos Resueltos

( Problema Resuelto 1: Aproximaciéon Clasica de Raices )

Enunciado: Utilice una aproximacion lineal para estimar /4,02. Solucion:
Elegimos f(x) = y/z y el punto cercano exacto a = 4. f(4) = 2. Derivamos:
f(z) = ﬁ — f'(4) = 1 = 0,25. La linealizacion es L(z) = f(a)+ f'(a)(z—
a) = 2+ 0,25(x — 4). Evaluamos en z = 4,02: L(4,02) = 2 + 0,25(0,02) =
2 + 0,005 = 2,005. Respuesta: /4,02 ~ 2,005.

\. J
>
PROFE TEO
(" Problema Resuelto 2: Trigonometria y Radianes ) S funci
1 usas runciones
Enunciado: Estime el valor de sin(31°) usando diferenciales. Solucién: g%ggléoii;lcas’ A
f(z) = sin(x). Conocemos a = 30° = 7/6. f(7w/6) = 0,5. de = 1° = 7 /180 ra- estrictamente en
dianes. dy = f'(x)dz = cos(x)dz. Evaluamos en a: dy = cos(w/6) - (7/180) = radianes. Si te dan

\/Tg - 755 ~ (0,866)(0,0174) ~ 0,015. sin(31°) ~ f(a)+dy = 0,540,015 = 0,515. grados, conviértelos
Respuesta: sin(31°) ~ 0,515 multiplicando por
p ) Al /180 antes de operar.

f
\

(" Problema Resuelto 3: Calculo del Diferencial dy h

Enunciado: Halle la diferencial dy para la funcion y = 2 In(x). Solucién:
La definicion es dy = f'(x)dz. Derivamos y usando la regla del producto:
f(z) = 2z1n(z) + 22 (2) = 2zIn(z) + z. Multiplicamos toda la derivada por
dx. Respuesta: dy = (2zInz + z)dx.

s
\_

(" Problema Resuelto 4: Estimacion de Propagacioén de Error h

Enunciado: El lado de un cubo se mide como 5 ¢m con un error posible de
40,1 cm. Estime el error maximo en el calculo del volumen. Solucién: Volu-
men V = 23. 2 = 5, dv = Ax = £0,1. El error propagado es aproximadamen-
te el diferencial dV. dV = 3x?dz. dV = 3(5%)(£0,1) = 3(25)(£0,1) = +7,5.
Respuesta: El error maximo estimado en el volumen es +7.5 cm?.

>
PROFE TEO

El error relativo es

. . . . . . d . Si Itipli
Enunciado: El radio de un disco circular mide 10 ¢m con error maximo de v/y. Si O mhipticas
por 100, tienes el error

0,2 cm. Estime el error relativo y porcentual en su area. Solucién: Area porcentual. En
A = mr?. dA = 2nrdr. r = 10, dr = 0,2. dA = 27(10)(0,2) = 4x. (Error problemas fisicos, este

(" Problema Resuelto 5: Error Relativo y Porcentual R

absoluto). Error relativo: % = 2’;—:;‘" = 2% =2 (2—’5) = 0,04. Error porcentual: porcentaje define la
0,04 x 100 % = 4 %. Respuesta: Relativo 0,04, porcentual 4 %. viabilidad de la pieza
\_ ) fabricada.
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Bloque II: 5 Aplicaciones Resueltas

(" Aplicacion 1: Dilatacion Térmica en Placas )
Contexto: Una placa metalica cuadrada tiene lado inicial diez centimetros.
Por calentamiento, su lado sufre dilatacion registrando expansion diferencial
neta medio milimetro. Estime el incremento de area superficial neta.

Solucién: A = 22. Lado z = 10 cm, dz = 0,05 ¢m. Diferencial dA = 2zdx.
Evaluando: dA = 2(10)(0,05) = 1. Respuesta: Aumenta aproximadamente 1
cm?.

. y,
(" Aplicacién 2: Fabricacion de Rodamientos )
Contexto: En control calidad, un rodamiento esférico requiere radio un cen-
timetro con tolerancia estricta mas menos milésima centimetro. Determine

diferencial volumétrico maximo para garantizar friccion hidrodinamica.
Solucién: V = zmrd. Radio r = 1, dr = £0,001. dV = 4xridr. dV =
47(1%)(40,001) = +0,0047. Respuesta: Error méaximo de £0,0047 c¢m?.

\_ J
(" Aplicacion 3: Ley de Ohm y Resistencias )
Contexto: Un circuito proyecta potencia eléctrica constante P = V2/R. Si
la resistencia fija vale veinte ohmios y voltaje decae dos décimas desde cien

voltios, determine fluctuacién potencia instantanea.

Solucién: P = V?/20. V =100, dV = —0,2. Derivando: dP = 3¢dV = {5dV.
Sustituyendo: dP = £¥(—0,2) = 10(—0,2) = —2. Respuesta: Potencia cae 2
watts aproximadamente.

\_ W,
( Aplicaciéon 4: Desviacién Optica Teodolito A
Contexto: Un topografo mide altura proyectada edificio usando sombra cien
metros y elevacion treinta grados. Sensor de nivel registra desvio medio grado

angular. Estime desviaciéon altura estructural estimada.

Solucién: h = 100tan(d). § = 30° = 7/6. dd = 0,5° = 7/360. dh =
2 _ _ 400 _ 10w ]

100sec?(0)d6. dh = 100(4/3)(7/360) = {555 = 5 - Respuesta: Error altura

120—7” metros.

\_ W,
(" Aplicacién 5: Flujo Sanguineo de Poiseuille )
Contexto: Ley hemodinidmica dicta flujo vascular proporcional cuarta poten-
cia radio vaso capilar. Vasoconstriccion contrae didmetro arterial un porciento
absoluto. Estime diferencial porcentual restrictivo impacto circulatorio orga-

nico instantaneo.

Solucién: Flujo F = kr*. Constriccion radio £ = —0,01. dF = 4kridr.
Relativo 4F = 4kdr — gdr — 4(_0,01) = —0,04. Respuesta: Flujo decae 4%
porcentual estimado.

\_ J
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Nota cémo los
diferenciales
transforman férmulas
exponenciales
complejas en
multiplicaciones
aritméticas simples.
dR = —2 X tolerancia,
sin calculadoras
complejas.
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Bloque III: 10 Problemas de Reflexién

Responda conceptualmente argumentando su razonamiento logico o analitico.

1.

10.

Analice la concavidad de la curva f(x). Si la gréfica es concava hacia arriba
(como y = z?), argumente l6gicamente por qué la aproximacion lineal siempre
subestimard el valor real de la funcion.

El diferencial Ay = f(x + Ax) — f(x) es exacto, mientras que dy = f'(z)dz
es una estimacion. Justifique usando limites como se comportan estas dos
métricas cuando dx — 0.

Un companero calcula sin(46°) evaluando f(z) = sin(x) en z = 45°, pero utili-
za dr = 1 en lugar de convertirlo a radianes. Diagnostique el error catastrofico
que sufrird su estimacién numérica.

. Determine matematicamente si es posible que en una funcién no lineal el error

de estimacion (|Ay —dy|) sea exactamente cero para algin Az # 0. Demuestre
Su €aso.

Evalue el concepto de error relativo dy/y. Explique por qué en ingenieria es
mucho mas 1til conocer el porcentaje de error propagado que el valor del error
absoluto dy.

Analice el comportamiento del diferencial dy para funciones afines estrictas de
la forma y = max + b. [Qué particularidad geométrica ocurre entre la curva
real y la recta tangente?

Si se utiliza la linealizacién de f(x) = In(x) en a = 1 para calcular In(1,1) y
In(10), justifique graficamente por qué la segunda aproximacion arrojara un
resultado completamente inutilizable.

Demuestre formalmente que si el drea de un circulo tiene un error relativo de
medicion del 2 %, entonces su radio fue medido con un margen de error relativo
cercano al 1%.

. Explique el papel del diferencial dx como variable independiente. ;Por qué dz

puede tomar cualquier valor arbitrario mientras que dy esta sujeto estricta-
mente a la posicion y pendiente en la curva?

Al calcular volimenes, la formula del error relativo dVV = 3% es comdn en
esferas y cubos. Analice como el exponente de la dimension fisica se convierte
en el factor multiplicador del error.
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Bloque IV: 20 Problemas Propuestos Matematicos

Ejercicios Guiados Paso a Paso
Problema 1. Aproxime el valor de /8,06 utilizando diferenciales.
Guia de Solucién Interactiva
1. Funcion y punto base: f(z) = J/z, a = , do =
2. Derivada f'(x) = , evaluada f'(8) = __
3. Linealizacion: L(8,06) = f(8) + f'(8)dz =2+ (___ )(0,06) =

0,02

Problema 2. Determine la aproximacion lineal de f(z) = €™ centrada en el

origen.

Guia de Solucién Interactiva

1. Elegimos f(z) = €”, punto a = , incremento x = 0,02.
2. Funcion y pendiente origen: f(0) = , f(0) =
3. Ensamblando recta: L(x) = + (z—0) = "2~
Problema 3. Estime el valor de In(0,95) utilizando aproximacion tangente. >
; . PROFE TEO
Guia de Solucién Interactiva Las rai
as raices cuadradas
1. Parametros ntcleo: f(x) = In(z), ancla a = , dr = COI. SIgNOS NegALIVOS
dentro pueden ser
2. Analisis derivado: f'(z) = , operando f'(1) = : engafiosas. Si calculas
. ., V15,8, tu a es 16, y tu
3. Aproximacion final: In(0,95) ~ In(1) + ( )( = . dz debe ser negativo
(dz = —0,2).

Problemas Generales Analiticos

Problema 4. Calcule el diferencial formal dy de la funcion y = 2% sin(x).
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Problema 5. Determine la aproximacion lineal para f(z) = Va2 +9ena = —4.

Problema 6. Estime numéricamente el valor de (2,001)° sin calculadora.

Problema 7. Halle la diferencial implicita dy de la ecuacion 2%y — 3 = x.

Problema 8. Resuelva la aproximacion de cos(62°) (Use v/3 ~ 1,732, 7 ~ 3,14).

Problema 9. Encuentre el error porcentual en y = x% si x tiene un error de
+3 %.

Problema 10. Derive el diferencial para la composicion exponencial y = e~ tan(x).

Problema 11. Determine el diferencial de la funcion trigonométrica inversa

y = arcsin(z/2).

Problema 12. Obtenga la aproximacion lineal L(z) para f(x) = \/% anclada en
r =4

Problema 13. Estime el valor numérico complejo ﬁ.
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Problema 14. Halle diferencial simplificado para curva paramétrica indirecta
In(zy) =z +y.

Problema 15. Calcule error absoluto estimado y = xlnx evaluado z = e con
dr =0,1.

Problema 16. Derive estructura racional dy para funcién hiperbolica analitica
z—1

y= z+1°

Problema 17. Resuelva operador diferencial de volumen cilindrico asumiendo
altura estatica diez.

Problema 18. Encuentre aproximacion tangente para curva y = v/15,9.

Problema 19. Pruebe analiticamente que diferencial de area triangular equila-
tera es dA = %gxdx.

Problema 20. Halle porcentaje propagado variable radial si cilindro volumen
restringe error dos porciento (altura pura constante).

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 8
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Bloque V: 20 Problemas de Aplicacién Propuestos

Ejercicios Guiados Paso a Paso

Problema 1. Una capa galvanica recubre un cubo metélico de 10 cm de arista. El
espesor del bano protector mide exactamente 0,05 cm. Estime el volumen adicional
del material protector necesario.

Guia de Soluciéon Interactiva

1. Ecuacién volumen: V = 23, x = 10, dx = (grosor pared). 2. Diferen-
cial sélido: dV = x2dr = 3(100)( ). 3. Material calculado resultara
3
cm?.

Problema 2. El periodo péndulo fisico oscila T' = 2m/L/9,8. Dilatacion so-
lar deforma longitud cordel un porciento métrico. Cuantifique desviacion ritmica
diferencial porcentual cronometrada.

Guia de Solucién Interactiva

1. Periodo relativo logaritmico: % = % ——. 2. Absorbiendo dilataciéon por-
centual % = . 3. Desfase cronométrico marca porcentual es-

timado.

Problema 3. Un tanque presurizado esférico despresuriza perdiendo radian vo-
lumétrico. Monitores marcan reducciéon del radio en 0,5 milimetros sobre dos metros
nominales. Diagnostique el volumen métrico fugado instantaneo.

Guia de Solucion Interactiva

1. Operador fuga: dV = 4nr?( ). 2. Cuidado unidades: r = m,

dr = m. 3. Evaluando parametros escapa m? de gas.

Problemas Generales Contextualizados

Problema 4. La aerodindmica del fuselaje mide area alar triangular base va-
riable. Error fabricacion altera base dos milimetros proyectando diez metros altura
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En fisica aeronautica e
ingenieria, tolerancias
mayores a un 5 %
suelen descartar la
linealizacion. jAqui dy
sigue siendo rey para
pequenos ajustes
termodindmicos!


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

constantes. Estime desviacion fuerza sustentacion alar geométrica pura superficial.

Problema 5. El barometro de un dron lee presion atmosférica isotérmica es-
calando P(h) = 100e~%!", Turbulencia oscila altimetro cien metros con margen un
metro. Cuantifique ruido lectura barométrica diferencial.

Problema 6. La acistica de caAmara de resonancia cubica amplifica sonido de
estudio armonico. Paneles aislantes restan un milimetro interior. Halle alteracion de
volumen acustico bruto modelando habitacién tres metros estandar.

Problema 7. Un sensor submarino profundo calibra presion abisal hidraulica.
Tension de membrana esférica reporta error radial del cero punto uno porciento bajo
presion. Determine error porcentual volumen fluido desplazado.

Problema 8. La catalisis quimica industrial deforma reactor cilindrico calorifico.
Altura dilata un milimetro sobre cota veinte metros, conservando radio diametral.
Cuantifique variaciéon meétrica cibica capacidad contencién volumétrica pura pro-
ductiva.

Problema 9. El flujo magnético cruzando bobina toroidal altera inductancia
calculada. Espiras metalicas sufren desgaste calibre reduciendo secciéon circular dos
décimas milimétricas en radio cinco milimetros. Estime pérdida area campo magné-
tico.

Problema 10. El transito exoplanetario astronémico oculta estrella proyectan-
do sombra disco circular. Error paralaje distorsiona radio estelar estimado un dos
porciento positivo. Pronostique falencia relativa superficie oscurecida estimaciéon as-
tronémica luminica.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 11


https://www.teoteves.com
https://www.teoteves.com

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com

Problema 11. Un cultivo bacteriano plano crece discoidal. Error medicion mi-
croscopica ocular fluctiia un micrémetro sobre didmetro cincuenta micrones. Deter-
mine margen error superficie de biopelicula reproductiva estimada biolégica pura.

Problema 12. El piston elevador hidraulico soporta presiéon nominal empuje
ctubico. Friccion cilindro reduce didmetro operativo un porciento absoluto desgas-
te. Calcule desviaciéon porcentual capacidad fuerza elevacion hidraulica maquinaria
pesada teorica.

Problema 13. L.a miquina laser de corte mecaniza placa aluminio cuadrada.
Programacion vector desvia tolerancia corte 0,1 milimetro longitud treinta centime-
tros. Estime pérdida superficie aluminio desperdicio chapa métrica cuadrada neta.

Problema 14. Las aspas del aerogenerador eélico barren area transversal atra-
pando viento fluido. Desgaste punta alabe acorta longitud aspa cinco centimetros
en radio cuarenta metros. Halle déficit superficie energia barrida tedrica neta.

Problema 15. Las ondas sismicas de placa tectonica propagan energia en frentes
esféricos crecientes. Error de epicentro localiza radio onda dos kilémetros desviados
cruzando mil absolutos. Precise estimacién volumen roca terrestre vibratoria.

Problema 16. La balistica francotirador corrige caida proyectil angular tra-
yectoria parabolica. Medidor laser falla distancia horizontal un metro sobre mil
objetivos. Cuantifique variacion marginal caida balistica altura impacto estimada
neta.
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Problema 17. Un arreglo sonar submarino mapea lecho marino rebotando pul-
sos. Falla termoclina desvia velocidad sonido impactando profundidad calculada un
porciento. Determine porcentaje distorsion presion tedrica soportada columna agua.

Problema 18. El tanque criogénico aisla nitrogeno esférico confinado. Contrac-
cion térmica deforma radio interior dos milimetros sobre tres metros operacionales.
Evalte fuga térmica estimando pérdida volumen gas licuado contenido métrico.

Problema 19. La fisica cuantica confina electréon caja pozo de potencial cuantico
isométrico. Incertidumbre borde fluctiia dimensién atéomica uno porciento margen.
Halle variacion probabilidad espacial volumétrica orbital neta confinada total.

Problema 20. La farmacocinética dosifica pastilla esférica disoluciéon acida es-
tomacal. Capa entérica degrada radio un milimetro encapsulando cinco ntcleos.
Calcule diferencial masa absorciéon torrente sanguineo digestivo volumétrico pérdida
inicial.

Prof. Teoéfilo Teves www.teoteves.com 13
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Claves de Respuestas

Propuestos Matematicos

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

2,005.

1,02.

—0,05.

(2z sinz + 2% cos z)dz.

L(z) =5—3(z+4).

—6 %.

e *(sec’ r — tan z)dz.

™~
—~
8
~—
Il
=
(@
|
=
)
D
[\
[0
—~
8
|
e~
~—

0,2.
2
@l

207 rdr.

1,996875.

Propuestos de Aplicaciéon

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

Verificacion trigonométrica (h =

1%.

Prof. Teoéfilo Teves

19.

20.

15 cm? adicionales.
0,5 % desfase.

—0,0087 m? fuga (radio y dr ajus-
tados).

0,01 m? desvio area.

. +10e71 presion ruido (si h=100).

—0,027 m? pérdida.

0,3% porcentaje error.

. Variante depende R fijo (férmula

cilindrica).

—27 mm? magnéticos.

4% superficie oscuridad.
+257/2 micrones? (+£12,57).
—2% merma elevacion.
+0,6 cm? pérdida aluminio.
—47 m? déficit energia.

+8 x 10%7 km? roca.

Depende del angulo balistico (fun-
cion).

Presion lineal al 1% profundidad.
—0,0727 m? contraccion.
+3 % volumétrica.

—1007 mm? absorcién inicial.
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iLa Recta del Progreso!

'La vida y el universo no son lineas rectas,
son curvas llenas de giros impredecibles. Pero
no necesitas conocer el futuro distante; te
basta con trazar una buena aproximacion
lineal en el presente. Concéntrate en el
pequeno diferencial de hoy (dx) y verds como

dominaras el gran cambio del manana (Ay).’

iEnhorabuena! Has conquistado la elegancia de las
aproximaciones analiticas.
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